A matematica do papel

José Luiz Pastore Mello

Introducao

O formato do papel que usamos rotineiramente nos servigos de
impressdo ou fotocépia possui uma histéria fascinante e repleta
de matemadtica. Neste artigo, partilho algumas idéias que estdo
por trds dessa histéria, com o desejo que elas possam servir de
material de apoio para aulas de matemdtica.

A folha de papel ARY

O formato de papel mais usado para impressdes e fotocépias,
que recebe a denominagio A4, tem 210 milimetros de altura
por 297 milimetros de largura. Analisaremos, a seguir, de onde
vem essas medidas. Antes de mais, importa clarificar que,
neste artigo, as palavras largura e altura sempre serdo usadas
como referéncia ao maior e ao menor lado de um retangulo,
respetivamente.

Imagine-se tendo que resolver o problema seguinte: qual
deve ser a largura e a altura de uma folha retangular de modo
que quando ela for dividida ao meio, os dois novos retAngulos
mantenham propor¢io entre altura e largura da folha original?

O problema ¢ de solu¢iio simples, como se vé& na figura 1.

Portanto, a folha retangular com razio L/A igual a /2 é a

Gnica que, quando dividida ao meio, conforme processo des-
crito, resultard em retdngulos semelhantes ao da folha original.
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Lembro que de forma diferente dos tridngulos, onde bastam
angulos congruentes para que sejam figuras semelhantes, no
caso dos quadrildteros a semelhanca sé se garante se os angulos
forem congruentes e se razdo entre os lados das figuras for preser-
note que 297/210
¢ uma 6tima aproximacio racional para /2, cometendo um
erro muito pequeno, da ordem de centésimo de milésimo.

A classificac@o de papéis da qual A4 faz parte chama-se série
A, que comega com o Ao e vai até o Aro. Essas folhas tém em

vada. No caso das medidas de uma folha

comum a razio /2 entre largura e altura. A série inicia-se com
uma folha retangular de drea 1 m?, definida como Ao. A partir
dela obtemos a folha do formato seguinte, A1, dividindo-se

L/2

Figural
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Ao ao meio. As dimensdes da folha Ao, em metros, podem ser
obtidas a partir da solu¢io do seguinte sistema de equacdes:

4
{ i-_A\/ZEIA —>A:§ e L=+,
: .
ou, com poténciasde 2, A=2"+e L = 2%.
Passando essas medidas para milimetros, e aproximando para
o mil{metro mais préximo, encontramos as dimensdes da folha
Ao, que sdo 841 mm de altura por 1189 mm de largura.
Facamos agora os cdlculos da folha A1, que é obtida a partir
da divisao ao meio da folha Ao:

{L:\/E-A 3 -t

L-A=1
2

Adota-se, nesse caso, a aproximacgio 594 mm por 841 mm.
Dividindo-se A1 ao meio obtemos A2, que dividida ao meio

resultard A3, e assim por diante até A1o. Pode-se verificar de

maneira simples que a altura e a largura de uma folha A(k), em

1+2k 1-2k

metros, serdo dadas, respetivamente, por 2~ ¢ e 2 4, sendo
k o nimero que identifica a série. Para o caso da folha Ay,
aplicando k = 4 na férmula obtemos os «misteriosos» valores
padronizados do formato, que sdo 210 mm por 297 mm.

Qual a vantagem da proporcdo 1 : /27

A literatura sobre artes gréficas cita dois aspetos importantes
sobre a conveniéncia do uso de uma folha retangular de pro-
porciio 1: /2. As paginas de um livro sdo impressas em uma
folha de mdquina de grande formato. Nela sdo feitas dobras e
cortes e, a partir disso, sdo montados os cadernos que, juntos,
compdem o livro. Normalmente as dobras sdo feitas «ao meio»,
fazendo com que o ndmero de pdginas seja uma poténcia de 2.
Se o papel for dobrado ao meio por uma dobra, resultard em 2
folhas (chamado in-fdlio) que, quando impressas frente e verso,
constituirdo 4 paginas do livro. Se esta dltima folha for nova-
mente dobrada ao meio, agora com dobras cruzadas, resultard
em 4 folhas (in-quarto), ou seja, 8 paginas de livro. Com uma
nova dobra teremos o in-oitavo: 3 dobras, 8 folhas e 16 pdginas
de livro; e assim sucessivamente.

Uma vez que cada formato deriva do seu precedente fazendo
uma dobra sobre o maior lado do rectangulo, a proporcio inicial
1:+/2 sempre serd mantida em todas as pdginas do livro, seja
qual for 0 nimero de dobras feitas na composicio. Outros for-
matos ndo permitiriam isso como, por exemplo, um retingulo
de propor¢io 3:4 (também usado na confeciio de livros) que
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obedece um padrio de alternincia no decorrer das sucessivas
dobras. A primeira dobra gera retangulos na proporcio 2:3; a
segunda gera retAngulos 3:4, a terceira retAngulos 2:3, e assim
sucessivamente. Deixo por conta do leitor a seguinte demons-
tragdo: dada a propor¢do x : v, se y/2 < x, entdo as propor¢des
se alternam entre x : y e i : 2x no decorrer das sucessivas dobras
que dividem o lado maior do retAngulo ao meio (obs: o tnico
caso em que ndo h4 alternincia serd quando x/y = y/2x, que é
justamente 0 caso em que temos a propor¢io I : y/2).

Refiro, ainda, que nem todos os estudiosos de composi¢io em
artes graficas estdo de acordo sobre a relevincia da vantagem
que acabamos de descrever da proporgio 1 : /2 sobre outras
proporgdes. Para um bom acabamento final das dobras de um
livro recomenda-se que as dobras sejam feitas paralelamente
as fibras do papel. Com isso, folhas de papel que, em virtude
da direco das fibras, sdo adequadas ao in-quarto nao poderiam
ser usadas para livros in-oitavo porque a fibra correria em dire-
¢o errada. Portanto, a vantagem da propor¢io preservada em
I:+/2 apds as dobras fica comprometida quando levamos em
consideraciio a dire¢do das fibras [1].

Outra vantagem que os papéis de proporcio 1 : 4/2 da série A
apresentam — e essa aceita por todos os especialistas — € a de
que evitam o desperdicio de papel nos trabalhos de fotocdpias.

Imagine que vocé queira copiar duas folhas quadradas,
juntas, em uma nova folha quadrada. Essa tarefa ndo pode ser
realizada sem o desperdicio de papel. Se os quadrados tém lado
10 cm, lado a lado formardo um retdngulo de 10 por 20 c¢m, o
que exigird uma folha quadrada de 20 por 20 cm para que o
servigo seja feito. Nesse caso, haverd desperdicio de metade da
folha. O mesmo ndo ocorre, por exemplo, com duas folhas A4
lado a lado, que podem ser copiadas, sem desperdicio de papel,
em uma folha As.

Se vocé observar com atengio, as fotocopiadoras que fazem
ampliacio e reducio a partir das folhas da série A possuem
alguns comandos pré-definidos como, por exemplo, os de
reducio de 71%, 50%, 35%, 25%, 18% e 12,5%. Vocé ji se
perguntou de onde vem essas estranhas porcentagens?

Responderemos a essa pergunta calculando qual deve ser o
fator de reducfio usado na altura e na largura de uma folha A(k)
para que ela seja reduzida a uma folha A(k + 1). (Figura 2)

Como 4/2/2 = 0,71, uma reducgio de 71% fard o servico
desejado. As demais redugdes indicadas nas fotocopiadoras
referem-se, respetivamente, as redugdes de A(k) para A(k + 2),
Ak +3), Alk + 4), Ak +5) ¢ A(k + 6).
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Outros formatos de papel

Ha registros do uso da proporciio 1 : y/2 durante a Alta Idade
Média, quando muitos livros eram escritos em duas colunas.
Gutenberg (1398-1468), porém, preferia para suas pdginas a
propor¢io 2:3, e durante a Renasceng¢a raramente se produziu
livro na proporcio 1 : /2.

A idéia de se padronizar um formato de papel surge no século
XX, e tem a ver com aspetos relacionados a praticidade e eco-
nomia. Com o uso generalizado de um formato padrio de papel
— o que se reflete diretamente na padronizacio dos formatos
de livros, revistas jornais, envelopes — as bibliotecas podem
planejar de forma mais eficiente as alturas de suas prateleiras, as
graficas podem trabalhar com ajustes de maquina pré definidos,
as fotocopiadoras e impressoras podem padronizar programas
para reducio e ampliagio etc.

O padrio internacional para o tamanho de papéis é o ISO
216 (International Organization for Standartization, norma 216),
que ¢ adotado por todos os paises industrializados do mundo,
exceto EUA, Canadd e partes do México. Essa norma regu-
lamenta o formato de algumas séries basicas de papel, como
as séries A, B e C. As séries B e C destinam-se, entre outras
aplicacBes, aos formatos de envelopes que podem ser usados
para conter folhas da série A. O formato de uma folha B(k) é
definido como a média geométrica entre A(k) e A(k —1),eoda
folha C(k) como a média geométrica entre A(k) e B(k). Usando
a férmula que vimos anteriormente para altura de uma folha
A(k), as férmulas de célculo da altura das folhas B(k) e C(k)
serdo:

B(k) = VA(K) - A(k - 1)
B(k) = m

B(k) = Va2
Bk) = 27>

C(k) = \A®K) - B
C(k) = szHTZk ~2"§
cly=va

1+4k

Chy=2""5

Deixo por conta do leitor a formulagio de B(k) e C(k) para a lar-
gura das folhas dessas duas séries, bem como a demonstracio de
que também nas séries B e C a propor¢io 1 : \/E se preserva.
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Adotando-se A = 1, temos L* — L = o, cuja raiz

positiva ¢ (1 + 4/5)/2 = 1, 618.

Figuray

Seja qual for o nimero k da série, sempre teremos, tanto
para a altura quanto para a largura a relacio A(k) < C(k) < B(k).
Verificaremos tal facto para a altura, cujos dados j4 foram cal-
culados anteriormente:

2k re4k _k 2+ 4k I+ 4k k
24 <28 <272 > — 4 _Ira 4

g ~ 8 °°%

— —2 < -1 < 0, para qualquer k.
Demonstracio andloga pode ser feita entre as larguras das trés
séries.

Os formatos das séries B e C sdo maiores que os da série A e,
por esse motivo, sdo usados nos envelopes que deverdo conter
folhas da série A. Como A(k) < C(k) < B(k), se queremos enviar
pelo correio um documento com poucas folhas A4, devemos
usar um envelope C4, porém, se a quantidade de folhas for muito
grande, é provédvel que elas fiquem melhor acomodadas em um
envelope Bg. Se vocé quiser enviar uma folha A4 dobrada uma
Gnica vez, recomenda-se um envelope Cs. Para uma folha A4
com duas dobras cruzadas, o envelope ideal é o C6 e, se as duas
dobras forem paralelas, o envelope ideal é o DL (figura 3).

Outros dois belos formatos de papel

As artes graficas tém especial predilecio pela proporcio 5:8,
fato que explico a seguir.

A propor¢do durea, muito utilizada por artistas no
Renascimento e com intmeras aplicagdes praticas — entre elas
a relacio que mantém com a série de Fibonacci — pode ser
assim definida a partir do retangulo dureo:

O retangulo dureo de altura A e largura L é aquele que, quando
dele retivamos um quadrado de lado A*, a razdo entre lado e altura
no retangulo remanescente serd igual a razdo L/A do retangulo
original.

Na pratica, procuramos o retangulo apresentado na figura 4.
Aproximando a propor¢io 1:1,618 do retAngulo dureo para uma
razdo entre inteiros encontraremos 5:8 que, segundo especialis-
tas, € uma propor¢io esteticamente agraddvel ao olho humano
e, por esse motivo, muito utilizada nas artes graficas.

Repetindo-se o processo de formacio do retdngulo dureo
indefinidamente encontramos retingulos cada vez menores,
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Figuras

razao 11,414 (série A)

e neles podemos inscrever uma espiral que recebe o nome de
espiral logaritmica. A espiral logaritmica converge para um
pélo localizado no ponto de encontro da diagonal do retAngulo
maior com a diagonal do retAngulo obtido apés a primeira
divisdo. As figuras a seguir mostram o processo de formagio
dos retAngulos de razio 1:1,414 (série A) e 1:1,618 (retangulo
aureo). (Figura 5)

Para finalizar, apresentarei uma dltima propor¢io de tama-
nho de papel, e esta devido a uma razio especial. Ao ler o
livro de Jan Tschichold [1], fiquei encantado com o universo
de ciéncia e arte que estd por trds da confecdo de um livro de
propor¢des equilibradas ao nosso olhar. Como nio podia deixar
de ser, Tschichold, que é um especialista no assunto, cuidou
muito bem da edi¢io grifica da sua obra: mancha, margens,
tipografia, cor do papel, uso de espagos e tamanho do papel,
tudo no mais radiante equilibrio.

Depois da leitura, ndo pude conter meu interesse em pegar
a régua e medir o formato das pdginas para ver qual havia sido
a propor¢do usada pelo mestre no seu préprio livro. Sabia de
antemdo que nio seria 1 : v/2 dado o evidente desconforto de
Tschichold com o uso generalizado do formato A nos meios
editoriais mas, por outro lado, minha hipStese de que ele tivesse

Figura b
1 A [
54 I
X
E ml B
F G[
y Y 1
18]
1 I
D H C

Do AABF, x = cos54°, e do ABCG, y = cos18’".
Segue que x +y = cos 54° + COs 187, ou seja, a propor¢ao
CJ/CD do retangulo é 1:1,538.

6 Educacao e Matematica

razao 11,618 (retdngulo dureo)

usado a propor¢io durea também ndo se confirmou depois das

medidas com a régua.

Tschichold usou nas péginas do seu livro uma propor¢io
citada rapidamente por ele na pdgina 63, quando se referiu
a um «belissimo retAngulo, quase desconhecido, derivado do
pentdgono». Conforme veremos a seguir, o retAngulo CDI]J,
com a propor¢io usada por Tschichold nas paginas do seu livro,
¢ obtido a partir de um pentdgono regular ABCDE de lado 1
(fgura 6).

Finalizo o artigo com informacdes adicionais que podem
ser lteis ao professor na planificagio de aulas sobre o assunto
apresentado.

—  Gramatura do papel: é a massa de papel, em gramas, por m2.
Quando se 1& na embalagem de papel A4 que a gramatura
é 75 g/m?, significa dizer que uma folha Ao dessa série de
papel tem massa igual a 75 g.

— Resma: conjunto de 500 folhas de papel. Como no Ao ca-
bem 16 folhas A4, bastam algumas contas para concluir
que uma resma de A4 tem massa 2343,75 g

— Tolerancia de erro: a norma ISO 216 padroniza as seguintes
margens de erro nas dimensdes das folhas das séries A, B e
C: £ 1,5 mm para dimensdes até 150 mm, *+ 2 mm para di-
mensdes de 150 a 6oo mm, + 3 mm para dimensdes acima
de 600 mm.

— Formato Carta: EUA, Canad4 e algumas regides do México
adotam como padrio o formato Carta, cujas medidas sdo
8 ¥4 x 11 polegadas, ou 216 X 279 mm.

Bibliografia
[1] Tschichold, Jan. A forma do livro: ensaios sobre tipografia e estética do
livro. Atelié Editorial: Cotia, Sdo Paulo, 2007.
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José Luiz Pastore Mello
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