A descoberta da geometria do tangram
com o GSP
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Baulac, 1983). Em todos estes programas a mesma ideia é con-
cretizada: um conjunto fundamental de objectos e de accoes
permite s criangas desenvolver um dominio complexo de
acgdes que poderdo transformar-se em esquemas conceptuais e
operagOes mentais matemdticas. Outros programas, comegam a
incluir no seu desenho operagdes sobre os objectos, compativeis
com as formas como as criangas aprendem conceitos matema-
ticos. TIMA:Sticks (Olive & Steffe, 1994), por exemplo, dese-
nhado em simultdneo com uma experiéncia de ensino sobre
fracgdes (Olive, 2000), torna disponivel accdes e operacdes
que podem concretizar possiveis caminhos conceptuais na
construgiio de fracgdes como nimeros e a partir de um modelo
geométrico. O programa pode entfo tornar-se num programa
pedagogicamente e metodologicamente adequado para a apren-
dizagem de fragBes e correspondentes operacdes que permitem
a0 aluno construi-las como objetos mateméaticos

No Geometer’s Sketchpad, o conjunto elementar de objectos
s80 o ponto, a linha, o segmento de recta, o raio e o circulo. As
acgdes elementares possiveis que podem interessar ao ensino da
geometriano 5.° e 6.° anos incluem a construcio geométrica da
régua e do compasso, transformacBes isométricas, homotetias,
medicio e animagBes no que diz respeito a ac¢des que podem
ser utilizadas directamente pelas criancas. Um leque muito
extenso de acgBes e constru¢io de macros que o professor pode
construir para o planeamento de experiéncias de aprendizagem
para os seus alunos é outra forma de utilizacio deste software
did4ctico.

Parte I: Problemas geomeétricos para professores

Comegamos por apresentar um conjunto de problemas que
pensamos setr motivadores para o professor explorar o GSP.
Estes problemas foram inspirados na investigacio matematica
sobre isometrias proposta em Veloso (1998, p. 68). A ideia por
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detrds dos problemas de construgiio que apresentamos foi a de
que o professor poderd por em acgio os seus conhecimentos de
geometria para aprender a explorar o programa. Por sua vez,
o programa vai de encontro a esse conhecimento realizando
naturalmente o que o professor quer fazer quando pensa numa
certa construgio. Além disso, é possivel variar comprimentos
e amplitudes em construgBes feitas permitindo que o professor
pense matematicamente a partir de constru¢des que faz.

Problema 1. Construir um tridngulo de tal forma que se seleccionar
um qualquer lado, ou um qualquer vértice, e o tridngulo for arvas-
tado ndo se deforma.

Note-se que no fim da construgio se um qualquer ponto ou um
qualquer lado for selecionado com a seta é possivel arrastar o
tridngulo na folha de desenho sem que este se deforme, ou seja a
sua métrica ndo se altera. O problema pode ser resolvido usando
qualquer um dos teoremas que permitem estabelecer quando
dois tridngulos sdo geometricamente iguais. Por exemplo, dados
dois lados e o angulo por eles formado é possivel construir o
triingulo come¢ando num vértice (figura 1).

Problema 2. Desenhe um tridngulo ndo deformdvel CDE e defina
através de dois pontos diferentes, A e B um wvector. Faca uma
translacdo do trigngulo com o vector que escolheu. Pense como pode
fazer coincidir o tridngulo inicial com o triangulo imagem usando sé
reflexdes.

Para descobrir qual é a imagem do tridngulo CDE basta variar o
vector AB. Para comecar a exploragio pode desenhar uma recta
livre, defini-la como eixo de reflexfio, e reflectir o tridngulo
CDE. Depois pode variar a posiciio e inclinaciio da recta com a
seta e observar a imagem do tridngulo.

A construgio estd representada na Figura 2 e a construcio
final devers ser tal que os elementos que definem o tridngulo
CDE podem ser arrastados sem que a construcio se desfaca.
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Problema 3. Construa um triangulo ndo deformdvel ABC. Depois
de construir um ponto P no espago exterior do triangulo rode o tri-
angulo 45 graus. Como pode fazer coincidir o tridngulo inicial com
o transformado usando s6 reflexdes?

Para comegar a explorar este problema pode seguir a estraté-
gia de desenhar duas rectas livres, construindo dois eixos de
reflex@o. Depois pode construir duas imagens do tridngulo, a
imagem por rotagdo e a imagem pelas duas reflexdes. Quando
as rectas espelho sfio transladadas ou rodadas havers alguma
posi¢do que leva a que as imagens do triangulo coincidam?
Estude depois a localizagfio das rectas em relacio ao centro de
rotacio para fazer a construgiio das rectas espelhos a partir do
tridngulo inicial e da sua imagem pela rotacio. A construcio
representada na Figura 3 deverd ser tal que arrastando qualquer
elemento do tridingulo inicial a construciio nfo se desfaz.

Problema 4. Construa um tridngulo ndo deformdvel ABC e cons-
trua dois pontos diferentes P1 e P2 no espago exterior ao tridngulo
ABC. Rode o trigngulo 45 graus em torno de P1 e depois rode a
imagem 35 graus em torno de P2. Como pode fazer coincidir o
tridngulo inicial com o 4iltimo triangulo obtido através de uma sé
rotagdo? E sempre possivel fazé-lo? Experimente mudar a posicdo
relativa dos pontos P1 e P2 e observe o que acontece & construgio.

Para descobrir o 4ngulo da rotagio composta, a, pode transla-
dar o tridngulo imagem, A”B"C”, através do vector C” — C
para o comparar com o tridngulo objecto da translaciio. Depois
construa um ponto livre e rode o tridngulo dado de um angulo
o, para investigar sobre o centro da rotagio. Construa entio o
centro de rotagfo a partir dos tridngulos inicial ABC e imagem
final A”B"C” (figura 4).

Note que os 4ngulos de rota¢io nfo podem ser simétricos.
A construgdio para Angulos ndo simétricos est4 representada na
Figura 4. Novamente se qualquer um dos elementos do tridn-
gulo for deslizado a construciio nio devers se deformar.
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Parte II: A construcdo de um tangram com alunos do 5° ano

O GSP permite que as criangas tenham acesso 4 manipulacio
dos desenhos geométricos que fazem. Estas constru¢des que
as ctiangas fazem, e podem agir sobre e com, proporcionam
o estudo de invariantes geométricos. Segundo Balacheff e
Kaput (1996) este desenho de software geométrico permite
que a conceptualizagio em geometria que as criancas poderfio
fazer se torne no estudo dos invariantes das construcdes que
as préprias criangas fazem (p. 475). Por exemplo, construir
duas circunferéncias e poder manipuld-las relativamente a sua
posigio relativa, ou relativamente ao tamanho do raio pode
levar as criangas a uma conceptualizaciio da circunferéncia mais
elaborada que linha curva fechada que podem distinguir através
do seu raio. Manipular as circunferéncias relativamente a sua
posicio relativa e modificar o seu raio sio acgBes que variam a
situagdio estdtica da construgdo inicial e cujo resultado pode ser
visualizado levando & descoberta por parte da crianca das possi-
bilidades para as maneiras como duas circunferéncias se podem
intersectar. Para mais detalhe sobre a elaboracfio das construc@es
geométricas que este software facilita aos alunos o leitor pode
consultar Laborde (2006) e, em particular, os estudos citados
sobre as utilizagdes que os alunos fazem do software bem como
as classificacdes feitas das construgdes dos alunos. Num dos
trabalhos citados € feita a diferenciacfio entre construcdes sem
demonstragfio de invariantes e construges robustas em que a
construgiio demonstra alguma invariabilidade, ambas feitas por
criangas. O estudo destas construgdes revela como as criancas
interpretam situagdes geométricas e como pode o professor dar
seguimento a essas construgdes na sala de aula para que sejam os
alunos a estabelecer relagdes geométricas invariantes.

A tarefa aqui proposta € uma entre muitos dos exemplos que
poderiam ser aqui explorados para ilustrar como as criancas
podem iniciar construgdes geométricas no GSP. Descrevemos
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de seguida alguns dos passos que podem servir para orientar

a construgio de um tangram no GSP comecando com uma

dobragem em papel.

As tarefas de dobragens em papel podem ser utilizadas na
unidade de geometria em tarefas desenhadas para descobrir a
geometria de algo que as criangas ji conhecem parcialmente,
por exemplo, os poligonos, a0 mesmo tempo que os conceitos
geométricos podem ser definidos a partir das suas descobertas.
Assim, propomos que a dobragem do tangram seja feita antes
da construgiio no GSP para as criangas terem a oportunidade
de interpretarem o que fizeram na dobragem para descobrir a
geometria do tangram.

A figura de um tangram € projectada e é proposto as crian-
¢as que a partir de uma folha de papel quadrada dobrem um
tangram, desenhando depois as linhas que se formam pela
dobragem. Uma discussdo da dobragem é feita pelas criancas em
conjunto e o professor pode escrever no ficheiro GSP as conclu-
sOes a que as criangas chegam, sendo estas conclusées escritas
no computador e projectadas em simultdneo (figura 5).

Sugerimos que as criangas construam intuitivamente o tan-
gram no GSP antes de resolverem o problema da construcio do
tangram com restrigdes. Exemplos das restricdes que podem ser
impostas sdo as seguintes:

— A partir da construgio de um quadrado, dado um lado, a
partir de perpendicularidade e paralelismo e, transferéncia
de segmentos com circunferéncias;

— A construgfio das pegas do tangram a partir de um quadra-
do através dos pontos médios de linhas tracadas no interior
do quadrado dado;

— A construgiio do quadrado maior a partir de um segmento
e utilizando transformac@es isométricas.

O problema da construgio no GSP pode ser orientado de
forma a proporcionar oportunidades para a criancas descobri-
rem propriedades geométricas dos elementos que constituem o
tangram, como por exemplo, propriedades do quadrado que vio
além de «poligono com os lados todos iguais» e permitem que
as criangas foquem a sua atengio, por exemplo, nas medidas dos
angulos do quadrado, como esses angulos podem ser construi-
dos, como podem transferir segmentos de um local da folha do
caderno GSP para outro local predeterminado e porqué.
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Discutir a dobragem do tangram antes de as criancas o
construfrem no GSP contribui para que as criancas depois de
desenhar um quadrado no GSP localizem os pontos e as linhas
que constituem o tangram e fagam uma primeira construcio
do tangram. Esta construgiio intuitiva pode ser deformdvel e a
localizagfio dos pontos é feita por aproximacio.

Em relagfio & construgio com restricdes, ter discutido a
dobragem vai também permitir que as criancas relacionem as
dobragens com a geometria do tangram. Por exemplo:

— ao dobrar o quadrado por uma das suas diagonais obtemos
dois tridngulos congruentes;

— a0 dobrar o quadrado pelas duas diagonais formam-se qua-
tro tridngulos congruentes;

— as diagonais intersectam-se no centro do quadrado;

— ao dobrar ao meio um vinco o resultado é um ponto mé-
dio, por exemplo, na figura 6a) todos os pontos que estio
marcados nas linhas que os vincos formam sdo resultado de
dobragens ao meio.

Assim, a conclusio de que quando um vinco é dobrado ao meio
se obtém o ponto médio do segmento que o vinco define é uma
concluséo a que as criangas podem chegar a partir das suas pré-
prias acgBes. Sem uma discussdo explicita das dobragens com
a turma o professor ndo pode tomar como garantido que todas
as criangas entenderam a geometria do tangram. Por exemplo,
as criangas podem ndo concluir que a dobragem de um qua-
drado de papel em quatro partes iguais, como representado na
figura 6b), origina quatro tridngulos congruentes mesmo sendo
aparente que os quatro tridngulos se sobrepdem.

E crucial deixar que as criangas fagam as dobragens e obser-
vem os resultados dos vincos que fazem. E normal que quando
tém a intengio de fazer um determinado vinco tentem localizd-
-lo colocando a beira do papel — na figura 7, AB no sitio em
que querem que o vinco aparega, opostamente a imaginarem a
linha do vinco intencionado e vincarem essa linha. No caso da
figura 7 o vinco aparece num lugar diferente do que tinha sido
intencionado pela crian¢a e é necessério que a crianca entenda
a inviabilidade do seu método.

Tal entendimento s6 é possivel se as criancas passarem tempo
a descobrir como uma dada dobragem d4 origem a um vinco,
imaginando o vinco, e planeando a dobragem para que o vinco
se possa formar.
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As construgBes intuitivas usam a simetria das linhas horizon-
tais e verticais que o ecrd facilita. Que os lados sdo iguais pode
ndo ser uma preocupagio da crianca quando em actividade de
construgio livre, embora a crianga possa localizar os pontos
e linhas que definem o tangram de imediato; a dobragem do
tangram como j4 referido pode contribuir para que as criancas
localizem as linhas e os pontos no quadrado resultando uma
construgdo similar a da figura 7b).

O uso do comando measure para construir os lados do qua-
drado iguais pode ser dificil de usar. No entanto, as criancas
podem aprender a coordenar a direccio que precisam de tomar
para coordenar o resultado de medir o comprimento do seg-
mento, ou a medida da amplitude do angulo, com o respectivo
comprimento ou amplitude geométricas, as quais podem fazer
variar deslizando as extremidades do segmento ou os lados dos
angulos.

A partir de uma construgdio intuitiva o professor pode come-
¢ar por exigir rigor até que uma constru¢iio exacta seja constru-
ida como por exemplo a da figura 7a). A partir da dobragem que
as criangas fizeram o professor pode problematizar a construgiio
no GSP de tal forma a que um quadrado e tridngulos issceles
se formem. Questdes como as seguintes podem ser levantadas:
na dobragem que fizeste como aparece o ponto I? Em que sitio
estd localizado I no segmento AO? Compara a distancia entre
A e O com a distdncia entre I e O.

As criangas do 5.° ano podem ndo entender a questdio
Constréi um quadrado com lado AB (sendo desenhado o lado AB).
No entanto, para as criangas do 6° ano a questfio jd podera ser
entendida se trabalharam relactes entre rectas no 5.° ano. A
proposta é um problema de geometria porque apesar de o pro-
fessor poder esperar que tenham aprendido durante o 1.° Ciclo
que os dngulos do quadrado medem go graus, as criancas nfo
sabem necessariamente como construir angulos de go graus.
Construir rectas perpendiculares que passam pelos extremos do
segmento dado pode ser uma estratégia e pode levar a crianca a
confrontar-se com outro problema: como marcar a medida dos
outros dois lados do quadrado nas rectas perpendiculares?

Marcar o ponto B como na figura 8 escolhendo a sua locali-
zagio através de uma estimativa visual é uma das estratégias das
criangas. O professor pode sugerir s criancas que pensem como
fazem para marcar o comprimento de um dado segmento numa
linha, ou qual é o instrumento que usam quando desenham
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um dado segmento de um local para outro local. Novamente
estamos a propor um problema geométrico em que as proprie-
dades da circunferéncia sio as que vo garantir que o segmento
transferido € geometricamente igual ao dado. O professor nio
pode esperar que este problema seja interpretado pela crianca
como um simples problema de aplicagio das propriedades da
circunferéncia. Mesmo depois de sugerido o uso da circunfe-
réncia, a crianga precisa de pensar porque é que resultard usd-la
para transferir segmentos e como estd relacionado com o que é
uma circunferéncia.

A construgio do quadrado poder4 ser feita no GSP através
de quatro rotagdes sucessivas ou, através da rotacio de um
ponto construido numa circunferéncia os vértices podem ser
construidos. As rotagdes eram introduzidas informalmente no
1.° Ciclo no contexto do desenho de rosiceas e frisos (ME,
2004, p. 182) e «construir frisos e identificar simetrias» é
também um dos objectivos especificos do novo programa de
matemadtica do Ensino Bésico (Ponte e outros, 2008) bem como
a reflexo e rotagiio fazem agora parte do programa do 2.° Ciclo.
Se o professor optar por deixar as criangas fazer uso destas trans-
formagBes nfo deve deixar de problematizar depois as acgGes
de rotagio usadas para construir o quadrado em termos de
perpendicularidade entre os lados do quadrado. Em geometria
a perpendicularidade d4 origem a Angulos rectos.

Comentario Final

Nos niveis pré-escolar a 6.° ano a utilizagio de software para
o ensino da Matemética nfo é de forma alguma generalizado.
Nenhuma das escolas do 2.° Ciclo em que a formaciio decorreu
salas de aula de matemdtica com um computador por cada duas
criangas para tarefas com programas desenhados para o ensino
da matemdtica nfo estdo sempre disponfveis. Em consequéncia
os professores tém sempre de depender da sala das TIC que
precisa de ser reservada com antecedéncia e pode mesmo nio
estar disponivel em ocasides em que o professor poderia utilizar
o computador para ensinar matemdtica nas suas aulas. Como as
salas de aula nfo estfio equipadas com video-projetor o profes-
sor fica mesmo impedido de fazer uma simples demonstracio, ou
levantar uma questio projetando um ficheiro desenhado para o
efeito com o objetivo de dar resposta a uma situacio que surja
na sala de aula. Deste modo h4 criancas que ficam isoladas de
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experiéncias de aprendizagem como as que propusemos neste
artigo e que o Programa de Formagiio Continua para Professores
do 2.° Ciclo (Serrazina e outros, 2006) tentou concretizar na
sala de aula ficando assim sujeitas ao sub-desenvolvimento que
a auséncia destas experiéncias proporciona. Também em outros
pafses diferencas entre as escolas produzem efeitos na qualidade
das aprendizagens que séo acentuados pelo uso de computado-
res (Kilpatrik & Davis, 1993). Ou seja, escolas que nfo estio
empenhadas em acompanhar ativamente as contribuices do
progresso tecnoldgico para a melhoria da aprendizagem da
matemética contribuem para que a qualidade das aprendizagens
dos seus alunos seja significativamente menor relativamente a
outras escolas em que o ensino da matemitica evoluiu para
metodologias que englobam softwares didécticos, como consti-
tui um s6 exemplo o GSP.

Em todo o artigo foi utilizada a forma masculina para referir
ambos os géneros. A autora agradece a todos os formandos e
formandas e seus alunos e alunas que trabalharam com a autora
durante todo o ano fazendo comentdrios pertinentes as pro-
postas da formadora, confrontado a formadora com diversos
problemas de situagdes de ensino e aprendizagem durante as
sessdes de formacfio em sala e em sala de aula que inspiraram
a construggio deste artigo. Os ficheiros GSP que deram origem
as figuras na primeira parte do artigo podem ser solicitados &
autora através da morada electrénica.
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