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Considerac@es iniciais

No complexo mundo da Matem4tica muitas so as 4reas em
que se faz uma intensa investigagdo motivada pelas inimeras

aplicagdes que esses temas tém noutras ciéncias e na vida |

quotidiana. Destas 4reas, pode-se destacar a teoria de grafos,
quer pela sua enorme e imediata aplicabilidade, quer pelas suas
interacgdes com outras ciéncias, nomeadamente economia,
gestdo e ciéncias sociais. Grande parte da investigagio que se
faz actualmente neste domfnio prende-se com a busca de algo-
ritmos mais eficientes e eficazes para a resoluciio dos problemas
da vida real. O grande atractivo da teoria de grafos prende-se
com o facto de, apesar de ser um tema de enorme complexidade
e tratar problemas de muito dificil solucio, ser possivel uma
abordagem informal e lidica, compreensivel por alunos do
ensino bésico.

Desde o infcio da década de go, do século passado, que na
comunidade educativa portuguesa, tendo como principal vei-
culo a revista Educacdo e Matemdtica (sem querer menosprezar

o papel decisivo de vérios grupos de trabalho no 4mbito dos |

dltimos ProfMats), a discussdo sobre a inclusio de temas de

Matemdtica Discreta nos programas curriculares tem vindo a

"1 ser realizada com maior ou menor acuidade. Coroldrio desta

discussdo foi a inclusdo de varios contetidos, considerados ino-
vadores, na recém-criada disciplina de Matemética Aplicada as

~; Ciéncias Sociais (MACS). De todos os conteddos af incluidos,
tais como modelos de crescimento populacional, teoria das

eleigBes ou inferéncia estatistica, é sem divida o capitulo dedi-

! cado aos modelos de Grafos o que mais interesse tem suscitado.
o Podem-se apontar vdrias causas para este interesse, sendo talvez

a principal o facto de se tratar de um tema que capta a atenciio
dos alunos, quer porque se conseguem abordar problemas da

~ vida real bem conhecidos dos alunos quer porque no é necessa-
~ rio qualquer background matemitico, para além de saber somar
" e subtrair (normalmente nimeros pequenos).

O facto de grande parte dos docentes nfo ter tido contacto
com qualquer contetdo relacionado com grafos na sua formacfio
inicial deve, certamente, té-los levado a obter informaciio sobre

- o tema e daf a profusdo de artigos, palestras, cursos e semindrios
~ que se tém produzido nos dltimos tempos sobre este tema.
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Os Grafos e a revista Educacdo e Matematica

Em 1994, numa série de artigos publicados na revista Educagdo
e Matemdtica, discutia-se algumas das potencialidades do uso
de redes e matrizes em actividades de modelagio matemdtica
(Febles, 1994), ou as vantagens de se considerarem alguns tépi-
cos de teoria de grafos no ensino secunddrio, devido a simplici-
dade de conceitos e ao potencial de resolucfio de problemas em
contextos reais (Perdigdo, 1994). Esta Gltima autora apresenta
ainda uma lista de problemas que se podem resolver recorrendo
a teoria de grafos, de onde se pode destacar o problema de como
por a funcionar os seméforos de um cruzamento de modo a que
cada condutor nfo tenha um tempo de espera superior a um
minuto (figura 1).0

Ainda em 1994, Paulo Abrantes, deu a conhecer o projecto
Mat789, em Contagens, Grafos e Matrizes nos nossos programas?
Talvez um dia. .. Este projecto decorreu entre 1988 e 1992, e
nele participaram inicialmente quatro turmas do 3.° ciclo
do ensino bésico. O projecto consistiu, de uma forma muito
sucinta, na concepcio, experimentacio e avaliagio de um
curriculo inovador, especialmente desenhado para o terceiro
ciclo. Em relacio aos programas ainda em vigor é de notar a
incluso no 9.° ano de escolaridade de uma unidade did4ctica
sobre grafos e matrizes. A propésito do desenvolvimento desta
unidade, Abrantes (1994) afirmou que «A experiéncia revelou-
-se muito encorajadora quanto <as potencialidades curriculares>
no 9.° ano — ou até mais cedo (...) [é] um tema que é muito
pouco exigente do ponto de vista de pré-requisitos necessdrios e
que, a0 mesmo tempo, & susceptivel de proporcionar aos alunos
muitas actividades interessantes de investigagfio e modelagfio
no contexto de situagdes de realidade.»

Mais recentemente, Pires e Kravchenko (2007) em Reflex&es
sobre o ensino de grafos, apresentam bastantes exemplos que
podem servir para introduzir, de uma forma quase natural,
alguns dos conceitos bésicos de grafos. Defendem ainda que
«... haveria todo o interesse de introduzir este tema nos curri-
culos de Matemdtica dos outros cursos do secundério.»

Grafos no ProfMat

Desde de 1992 até aos nossos dias muitos professores, de
- diversos niveis, contribuiram para a discussdo e reflexdo sobre

a introducfo de tépicos de teoria de grafos no nosso ensino.
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Figura 2

Mais recentemente, a ténica das intervengdes centrou-se sobre
actividades a desenvolver na sala de aula.

Paixfo (1992), numa sessdo temdtica, apresentou duas apli-
cagdes reais da teoria de grafos e da optimizagiio combinatdria,
colocando em evidéncia a importancia que estes modelos e
técnicas matemdticas podem ter no apoio & tomada de decisdes
das empresas. Os casos tratados referiam-se a duas empresas por-
tuguesas: a Carris de Lisboa e a Portucel de Viana do Castelo.

Em 1998, no ProfMat de Guimaries, reuniu-se o primeiro
grupo de discussio dedicado a este tema, mediado por Veloso
e Loureiro, sob o tema «Matemdtica discreta e competéncias
matemdticas» onde se discutiu a importdncia da inclusdo
do tema no curriculo a sua relagio com as competéncias da
Matemitica. Os anos que se seguiram foram férteis na discussio,
tendo este tépico sido frequentemente abordado em comunica-
¢des, cursos ou sessdes praticas dos ProfMats. Em 2001, Atalaia,
destacou a capacidade que a teoria de grafos tem para resolver
problemas bem como a interligaciio entre esta e outras dreas da
Matemitica como, a topologia, a geometria e a dlgebra.

Na realidade, a implementacio da disciplina de MACS
em 2004/05 despoletou o aparecimento de alguns cursos de
indole mais pratica (Borralho & Espadeiro, 2003, Ribeiro
2005, Nascimento & Cruz, 2006, Ribeiro & Feiteira, 2006 e
2007). Num ambito de desenvolvimento curricular, podemos
encontrar ainda outros contributos. Assim, Colago et al, numa
comunicacio do ProfMat em 2005, defendem que sfo intimeros
os problemas reais que podem ser abordados utilizando con-
ceitos da teoria de grafos e modelos de optimiza¢io (Caminho
Mais Curto, Fluxo Méximo, Localizacdo e Afectagio, entre
outros). Estas autoras propdem ainda o estudo, na disciplina
de MACS, de alguns problemas de redes sociais e tecnolégicas,
discutindo nomeadamente trés problemas concretos: identi-
ficagio de subgrupos coesos numa rede social, problemas de
optimizagio numa rede com fluxos de informag#io e o problema
de localizacio numa rede computacional. Enquanto que, no
nosso entender, os dois dltimos problemas, ndo oferecem gran-
des problemas na implementa¢fio dentro da sala de aula e sdo
de grande pertinéncia, mostrando outro tipo de aplicagdes que
n#o sdo estudados na disciplina MACS, j no que diz respeito
ao primeiro problema pensamos que a questdo é demasiado
ambiciosa para este nivel, uma vez que envolve uma grande
quantidade de conceitos novos e ndo triviais. Estas autoras
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Figura 3. Grafo orientado que modela um torneio escolar

destacam a grande importincia destas actividades, do ponto de
vista da aquisiciio de competéncias por parte do aluno, «... este
tipo de actividade (...) [permite] a compreensdo do valor da
matemdtica na resolu¢io de problemas em situacdes reais.»
(Colago et al., 2005)

No ProfMat, de 2006, além dos cursos j4 anteriormente refe-
ridos, foram feitas duas outras contribuigdes neste campo. Numa
comunica¢io Silva, Bernardino e Feiteira deram a conhecer
uma experiéncia realizada com uma turma do segundo bloco de
MACS, sobre problemas de afectagiio. Os exemplos trabalhados
com os alunos exigiam a utilizacio do algoritmo hingaro para
a determinacfo das solugdes éptimas. Um dos pontos criticos
nesta questdo era a representacio de grafos ponderados pelas
respectivas matrizes de custo, conceito completamente exégeno
aos curriculos escolares. Os alunos nfio mostraram quaisquer
dificuldades na representacio matricial. Além disso, revelaram
facilidade na aplicagio dos passos do algoritmo hiingaro, tendo
alguns deles encarado este algoritmo como o jogo do Sudoku
(Silva, Bernardino e Feiteira, 2006). Pires (2006) em Grafos
para todos: a importancia dos exemplos na construcdo dos conceitos,
conferéncia realizada no ProfMat de Setibal, defende que é
relativamente facil encontrar situagdes que possam ser mode-
ladas através de grafos, mas que se torna necessirio escolher e
explorar bons exemplos dentro da sala de aula. Por esta razio
torna-se fundamental que o professor esteja muito atento para
explorar completamente os exemplos escolhidos, de modo a que
a introducio de conceitos ou a formalizacdo de resultados possa
ser feita ao mesmo tempo de forma informal e cientificamente
correcta. De uma forma simples, mas rigorosa, Pires mostrou
uma forma de abordar o teorema de Euler, sobre a existéncia de
circuitos de Euler, onde os alunos sfio guiados para o resultado
do teorema observando grafos muito simples onde é ou nio
é possivel encontrar um tal circuito usando o velho método
da tentativa e erro. Esta autora mostra ainda como se podem
abordar vdrios conceitos bdsicos como por exemplo, o lema dos
apertos de m#o, usando para o efeito torneios de futebol.

Sobre o projecto Mat 789

Nos finais da década de 8o anunciava-se para breve a substituicio
dos velhos programas do terceiro ciclo. Na realidade os progra-
mas que estavam entdo em vigor nfo passavam dos programas
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do final da década de 60 com algumas modificagdes pontuais
de indole quase cosmético. Nesta conjuntura surge o projecto
inovador Mat78g. Certamente que a autorizacio necessaria por
parte do Ministério da Educaciio para implementar no terreno
um tal projecto s6 foi possivel devido ao anunciado abandono
dos programas em vigor.

Este projecto, desenvolvido no 3.° ciclo do ensino basico, foi
certamente influenciado pela onda de renovacio internacional
do ensino da Matemética dos anos 8o, tanto nos objectivos
e métodos, como na organizagio do curriculo. Sofreu ainda
influéncias fortes na integracio das aplicacdes e da modelacio
no ensino da Matemdtica. As turmas que participaram no
projecto, receberam um programa de Matemdtica diferente do
vigente, diferencas que nfo se limitavam aos diferentes conte-
tidos, mas que fundamentalmente se focavam na forma como se
trabalhava dentro da sala de aula e na forma como se avaliava.
Estas dltimas caracteristicas eram realmente inovadoras para
a época. O trabalho de grupo dentro e fora da sala de aula foi
uma das estratégias mais usadas para a exploraciio das fichas de
trabalho. Com efeito, no primeiro ano mais de dois tergos das
aulas previstas foi ocupado com este tipo de trabalho. O traba-
lho individual néo foi de todo posto de lado tendo-se materia-
lizado nomeadamente na elaboragiio de relatérios, estudo de
textos e realizacio de testes. Neste projecto apareceram, pela
primeira vez em Portugal, os testes de duas fases. O trabalho de
projecto foi também umas das bandeiras do Mat78g9. Em cada
ano deveriam ser realizados dois projectos, um de indole mais
matemético, enquanto que o outro seria de intervenciio na
realidade social dos alunos.

Para o nosso propésito interessa-nos o facto de terem sido
trabalhados, no contexto da sala de aula, tépicos sobre teoria
dos grafos. Um denominador comum a todas as actividades é
a introducio de conceitos através de fichas de trabalho, sendo
que os alunos aprendiam fazendo, rompendo desta forma com o
modelo tradicional vigente.

Apresentamos de seguida as duas actividades iniciais®® dos
tépicos de grafos incluidos nesse projecto.

A nocdo intuitiva de grafo foi introduzida através de uma
proposta de trabalho, onde os alunos deveriam organizar um
passeio de barco pelas ilhas dos Acores, atendendo s ligages
existentes (restri¢cdes do problema), conduzindo-os  cria¢iio de
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A B G D E

A 15 8 0

B 8 5 11

C 9 13

D 6
E
Tabelal

um modelo gréfico ao suprimir as ilhas, transformando-as em
pontos, e ao representar as ligagdes possiveis por setas entre os
pontos. A figura 2 mostra o inicio da actividade.

A segunda actividade, retomava os problemas combinaté-
rios de anos anteriores. Os alunos deveriam observar um grafo
orientado — ainda sem terem a no¢fio do que era um grafo — e
responder a algumas questdes sobre um torneio de voleibol de
uma escola. Gradualmente, os alunos eram encaminhados para
as nogdes bdsicas dos grafos.

Apesar de reconhecermos que a integracio da unidade sobre
grafos ter sido inovadora, assim como quase toda a organizacio
do curriculo deste projecto, parece-nos pouco ambicioso, no
que toca 2 teoria dos grafos, pois os autores do projecto explo-
ram apenas dois ou trés conceitos, dando alguma importancia
aos-caminhos e circuitos de Euler (Feiteira, 2007). Os autores
abordaram ainda a ligagiio entre grafos e as suas representacdes
matriciais.

A unidade Modelo de Grafos de MACS

Os autores do programa reconhecem que ao inclufrem este
tépico, nos conteddos desta nova disciplina, estdo a incluir um
tipo de matemitica bem diferente da usualmente trabalhada
na sala de aula. Apesar de algo vago, o programa de MACS, na
esséncia, define apenas dois temas a trabalhar: o problema do
caixeiro-viajante e os raciocinios subjacentes aos grafos eule-
rianos. Para ajudar o estudo do primeiro problema também se
estudam drvores. Ainda segundo os autores est4 fora de questéio
uma abordagem tedrica sistematizada a teoria de grafos, pois as
nogBes basicas devem surgir naturalmente a partir de situacdes
especificas.

Segundo a nossa experiéncia, tanto com alunos como com
professores com que trabalhdmos em diferentes cursos e sessdes
préticas, quando os alunos comegam a trabalhar estes conceitos,
toda a dindmica da aula se altera. Os bons alunos véem estas
questdes como um bom desafio enquanto os alunos que revelam
mais dificuldades noutras unidades, aparecem agora na sala de
aula bastante motivados.

Apesar de esta disciplina ser muito recente j4 se levantam
algumas vozes discordantes. O denominador comum destas vozes
refere a falta de ambi¢fo que os autores do programa tiveram
quando escolheram os temas a trabalhar na unidade Modelos de
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Figura Y

Grafos. Ao seleccionarem apenas dois tépicos, a equipa, deixou
de fora temas como os problemas de afectagio (ver Silva, A.,
Bernardino, L., Feiteira, R., 2006), os problemas de coloracio
(ver Feiteira, a publicar) e os problemas de cobertura (Pires,
2006; Colaco et al, 2005). Esta falta de ambicio fica ainda mais
patente se notarmos que os alunos do middle school do estado de
New Jersey recebem, na esséncia, os mesmos contetidos que os

nossos alunos de MACSB!,

E o futuro?

Serd de estranhar uma tdo grande afluéncia de professores
aos cursos e sessdes prdticas? Pensamos que ndo. Num pas-
sado recente, poucos cursos universitdrios portugueses, em
Matemitica, ofereciam nos seus curriculos uma disciplina onde
se abordasse tépicos sobre teoria de grafos ou sobre anilise de
redes. Podemos ainda acrescentar que existe pouca literatura em
portugués sobre este assunto, o que torna mais dificil o acesso a
informago, isto apesar de reconhecermos a oferta importante
de informacfio que existe on-line, quer em portugués do Brasil,
quer em inglés. A utilizagdo de informacio on-line deve ser feita
cuidadosamente, adoptando uma postura critica e desconfiada
sobre o que estamos a ler, para nfio cairmos em falsas verdades.
Na realidade temos encontrado algumas incorrecgdes e até erros
bastante grosseiros nalgumas pginas sobre grafos acessfveis na
internet.

Com o propésito de ajudar a colmatar os problemas ante-
riormente identificados, 0 Grupo de Trabalho sobre a Formaggo
Matemidtica do Futuro Professor (GTFMFP), da Sociedade de
Portuguesa de Ciéncias de Educaciio, sec¢io de Matemitica,
apresentou um relatério, em 2005, que tinha como objectivo
principal produzir um conjunto de recomendagdes sobre a
formagio em Matemadtica dos futuros professores dos diversos
niveis de ensino. Neste relatério reconhece-se que uma das
dreas onde se deve investir € na Matemidtica relacionada com
as ciéncias da computagiio, nomeadamente teoria de grafos e
redes.

Partindo de exemplos do quotidiano podem-se trabalhar e
desenvolver muitas no¢des sobre Teoria de Grafos. De seguida
deixamos um pequeno exemplo que poderia ser aplicado numa
turma do 3.° Ciclo do Ensino Bésico.
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Suponha que, num determinado dia, uma rede de hipermer-
cados, deseja distribuir, a partir de A, pelas suas outras quatro
lojas, um certo ntimero de produtos. A seguinte tabela apresenta
a distAncia entre cada uma das 5 lojas (tabela 1).

Esta situaciio pode ser modelada por um grafo ponderado
(figura 4). Assim, cada vértice do grafo representard uma loja e,
dois vértices estéio ligados, caso seja possivel viajar entre as duas
cidades. Associada a cada aresta estd a distAncia entre as lojas
respectivas.

Partindo deste exemplo podem-se explorar inicialmente os
conceitos de: grafo, grau de um vértice, arestas, vértices, vérti-
ces adjacentes, circuitos e caminhos hamiltoneanos, drvores e,
finalmente poder-se-4 introduzir o algoritmo do vizinho mais
préximo (mesmo sem o enunciar explicitamente), como uma
estratégia mais rapida para encontrar uma solugfio (que pode néo
ser necessariamente a solucio éptima). De facto, nesta situa-
ciio, o algoritmo referido nfo nos fornece a melhor solugfo.

Vemos assim como, a partir de uma situa¢fio simples e muito
concreta, se conseguem abordar alguns conceitos de teoria
de grafos e, simultaneamente, apresentar uma das faces da
Matemidtica que os alunos desconhecem totalmente, mas que
resolve muitas das situagdes do dia-a-dia.

Consideracdes finais

A teoria de grafos, hoje em dia, é de facto uma édrea incon-
tornével e bastante presente na vida real. A NCTM (2000)
reconhece que estes tépicos, devido a sua riqueza de aplicacdes,
deveriam ter um espaco reservado nos contetdos a leccionar
desde a mais tenra idade.

Serd que algum dia, no nosso pafs tal serd reconhecido de
modo a que a teoria de grafos venha a ter reservado um espago,
de algum destaque, entre os conteddos leccionados na nossa
escola? Temos esperanga que sim.

A teoria de grafos permite a realizaciio de experiéncias mate-
macticas realmente significativas, pois poderd permitir a ligagio
entre contetidos matemadticos e trazer para a sala de aula a expe-
riéncia pessoal de cada aluno. As situagdes problemdticas que
se podem explorar sio intimeras, podendo ir desde determinar
o caminho mais curto entre duas cidades, a simples actividades
de lazer como, por exemplo, os labirintos ou problemas com
dominés, podem ajudar a estimular de uma forma inequivoca
a criatividade dos nossos alunos (Feiteira, 2007). Devido a
simplicidade de conceitos, a um nivel elementar, a teoria de
grafos, pode permitir experiéncias realmente significativas a
todos os alunos. E talvez mais importante: pode permitir uma
reaproximacio entre a Matemdtica e a generalidade dos alunos
que frequentam as escolas, podendo de alguma forma fornecer
uma 2.% oportunidade aos alunos.
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Notas

[1] A propésito deixamos a referéncia do livro de Wilson e Watkins,
Graphs An Introductory Approach, editado pela Wiley em 1990, que
contém uma excelente recolha de exemplos e aplicagSes da Teoria
de Grafos.

[2] As figuras 2 e 3 foram retiradas de Abrantes, P, Leal, C., Silva, M.,
Teixeira, P, Veloso, E., (1997).

[3] Consultar New Jersey Education Department em
http://www.state.nj.us/njded/frameworks/math/.
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