As peripecias de trés resolvedoras

de um problema

Claudia Carvalho

No decorrer de uma das aulas de Complementos de Diddetica
da Matemdtica II, o professor referiu o problema dos tridngu-
los coloridos proposto na Revista Educacdo e Matemdtica (ver
fioura 1), ndmero 105, € sugetiu a sua tesolucdo. O problema
apresenta um enunciado simples e apelativo, o que logo nos
despertou interesse. Apds algumas tentativas € muitos caleu-
los, conseguimos a primeira demonstracio que considerdmos
«pouco elegante». Tentdmos entdo obter uma outra, PO OULLO
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caminho, e acabdmos com trés demonstracoes do problema que
recorrem a tépicos distintos da Matemadtica.

Neste texto pretendemos partilhar uma reflex@io sobre as
peripécias vividas no decorrer da resolucdo deste problema.
Apresentamos novamente o enunciado do problema (Figura 1),
0s pontos-chave de cada demonstracao que encontramos, o que
passdmos para as obter e, também, o que sentimos quando as
obtivemos (ou naol).

Figural




A primeira reac¢io perante este problema foi verificar
qual das duas amigas tinha raziio recorrendo a programas de
Geometria Dinémica (GSP/Geogebra). Movendo o ponto E,
ganhdmos a convic¢io de que a Catarina tinha razdo, isto é,
que a drea total dos tridngulos azuis é igual & drea total dos
triéngulos brancos, independentemente da posiciio que o ponto
E ocupa no interior do tridngulo.

Sabfamos que as ferramentas usadas, com recurso ao arrasta-
mento de um ponto, nfo nos permitem a generalizacfio preten-
dida, apenas nos possibilitam fazer conjecturas. Pois, tal como
afirma Eduardo Veloso (p. 65), «<na verdade, nada ¢ continuo
nos computadores, tudo é discreto. Por maior que seja a resolu-
¢o de um ecrd, trata-se sempre de uma grelha m X 1, com m e
n finitos. Assim o ponto P, por arrastamento, passa apenas por
um nimero finito de posicdes».

Apbs a primeira abordagem ao problema, partimos para a
demonstragio da igualdade verificada (e conjecturada) de
modo a que nfo restassem dividas quanto 2 sua validade. A esse
respeito, Davis e Hersh (p. 149) referem que «a demonstracio
traz consigo a respeitabilidade. A demonstracio é a garantia de
autoridade.»

Tentdmos diferentes caminhos, desde o teorema de Heron,
conceitos de geometria plana e o recurso & geometria analitica.
O enunciado simples, e o facto de ndo termos uma resoluciio
imediata, despertou-nos a curiosidade e aumentou-nos a von-
tade de o resolver, tendo entfio sido encarado por nés como um
forte desafio matemitico.

Anddmos com alguma frequéncia em circulos e por atalhos
que ndo levavam ao fim d/esejado ou conduziam 2 relagio
Area, . t ATC 4 h, = AT€ 5000 [4pcp SEM, NO eNtanto,
provar o que se pretendia, isto €, que Area, . = Area

Nas tentativas de resolugio, foi possivel estabelecer
vérias relagdes, algumas muito curiosas, como, por exemplo
(figura 2):

— hy+ hy + hy € igual & altura do tridngulo [ABC];

B,
2

vermelha®

— hthy+hy=

— a+b+c:éla
2

(sendo I a medida do comprimento do lado do trifingulo

[ABC])

A

Figura 2
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Depois de algumas tentativas, o recurso & geometria analftica
possibilitou obter a primeira demonstracio (Demonstracgio 1).
Esta exigiu muitos cdlculos, tornando-se trabalhosa e de aspecto
«pouco estético». Percorremos os passos que Polya define para a
resolugiio de um problema: compreendemos bem o enunciado,
elabordmos um plano de resoluciio, executdmos o plano, per-
dendo-nos por vezes em atalhos que ndo nos levaram a lado
nenhum, verificdmos cuidadosamente cada passagem feita e,
depois de obtida a demonstraciio, reflectimos sobre todo o per-
curso percorrido e concluimos que, apesar de termos chegado &
solugio, nfo sentfamos, como esperdvamos, a sensacio de um
trabalho (bem) feito, de um trabalho concluido. Foi uma sensa-
¢do contraditdria: estdvamos satisfeitas porque a demonstracio
implicou cdlculos que tiveram de ser feitos muito concentra-
damente, sem sabermos se seriam proficuos ou nio, e, depois
das simplificagBes feitas, foi com grande prazer que vimos esta-
belecida a igualdade pretendida. No entanto, intuitivamente,
e como resultado de muitos anos de actividade matemética,
sabfamos que era possivel obter uma demonstracio mais sim-
ples, com menos célculos, esteticamente mais interessante.

Segundo Henry Poincaré (citado na Brochura de Didéctica,
p. 38) «aldgica, que € a Ginica que nos pode fornecer a certeza, é
o instrumento da demonstragfio; a intuicfio é o instrumento da
invengdo. Assim, a l6gica e a intuicio tém, cada uma delas, o seu
papel. Ambas sdo indispensdveis.» Por isso, agarradas 2 intuicfio
que nos impedia de dar o problema por resolvido, considerdmos
que o desafio se mantinha e partimos novamente a descoberta.
Nas nossas reflexdes, conclufmos que este processo é um pouco
o reflexo de como sentimos a Matemética — como fonte de
incertezas mas também de conhecimento e de prazer — e a
resolugfo de problemas — como uma actividade humana que
decorre de um didlogo entre pessoas que os tentam resolver.

Seguindo um outro caminho chegdmos a segunda demons-
tracio (Demonstragiio 2). O recurso 2 trigonometria possibili-
tou encontrar uma relagio entre 4, i, e &, e, de modo anglogo,
escrever uma relagfio entre b, I, e h; e outra entre c, h3 & e
Esta demonstracio compensou o envolvimento e o entusiasmo
depositados neste problema pelo prazer de criar Matemdtica,
conseguindo uma solu¢iio que nos deixou satisfeitas — usdmos
um artificio novo para nés e a sua descoberta encheu-nos de
confianca.

Enquanto explordvamos possiveis resolugdes, contagigmos
alguns amigos que também se envolveram na procura de uma
solu¢fio mais simples. Um deles apresentou uma demonstracio
geométrica, sem palavras, e de uma enorme simplicidade.
Para nds «a mais bonita». Esta dltima demonstraciio encerra
em si «a ideia luminosa», o «clic» a que aspirdvamos quando
insistimos na procura de uma outra solugio «mais bela». Como
refere Poincaré, muitas das descobertas matemdticas resultam
de flashes ap6s um perfodo de tempo de reflexiio sobre determi-
nado assunto. «Muitas vezes, quando se trabalha num problema
dificil, nfio se consegue nada da primeira vez que se inicia a
tarefa. Mais tarde, depois de um descanso mais ou menos longo,
sentamo-nos de novo 4 mesa e, durante a primeira meia hora,
continuamos sem encontrar nada. Depois, de repente, a ideia
decisiva surge perante a mente ...» (Poincaré, 1996, p. 10).
Neste caso, a ideia consiste em tragar as rectas paralelas a cada
um dos lados do tridngulo equildtero passando no ponto E
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(Demonstracio 3). Essas rectas dividem o tridngulo equildtero
em tridngulos equivalentes dois a dois. Constata-se a seguir que,
considerando um tridngulo qualquer na «parte amarela», hd um
tridngulo equivalente ao considerado na «parte vermelha» e,
deste modo simples, prova-se que Area,,, ., = Area_ . Mais uma
vez, sentimo-nos invadidas por um misto de sentimentos: felizes
por podermos admirar esta demonstragfio que se nos afigurava
como uma obra de génio mas, também, um pouco decepciona-
das por ndo termos sido nés a ter a ideia.

No que respeita a resolu¢io de problemas revemo-nos em
Pélya quando diz que «Com estudo e aprofundamento, pode-
mos melhorar qualquer resolucfio e, seja como for, é sempre pos-
sivel aperfeicoar a nossa compreensio da resoluciio.» (p. 14). A
medida que se véo resolvendo problemas, vai-se interiorizando

Demonstracdes

Apresentamos as 3 demonstra¢des referidas.

Relativamente a figura ao lado tem-se,

\Bl; Area = Z—>—<-ﬁ = ﬁl

sen60°=]z@h:——
1 2 2 4

l
A=(0,0);B=(,0)C= (z, gl); I={(a,p)
(1) Q ponto que pertence a [AB] e a recta perpendicular a[AB]
que passa pelo ponto Q tem coordenadas (@, 0)

(2) Ppertencea[AC]e arecta 7 perpendicular a[AC] que pas-
sa em [; AC € a recta de equacgiio y = 4/3x e 7 a recta de

equagao :
Vil ‘g(x =)

Se a abcissa de P for 4, a respectiva ordenada é +/3a.
Substituindo na equagfio de r obtem-se:

I 2
a-f=—-——(@-a) ©2a= +tasoa=—B+—
V3 - 7 V3B Ty
substituindo na equagfio da recta AB temos,
V3 ﬂ
= — + —
4 \/§( 4 ; 4

ou seja,

S

S 23 ﬁi)
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(3) R pertence 2 [CB] e a recta s perpendicular a [CB] que pas-
sa em I; a recta CB tem equagfio y = —3(x = ) ¢,

Sm

que os problemas matemdticos estdo relacionados uns com os
outros e com conhecimentos adquiridos anteriormente, onde a
resoluciio pode proporcionar satisfagiio e a sua exploragio no
se esgota ao chegar 4 solucio. Quando se revé o processo de
resoluciio podem imaginar-se diversas situagdes: i) é possivel
usar o processo adoptado, ou ii) o resultado obtido, ou, iii) a
partir do problema dado criar um novo problema alterando, por
exemplo, as condic¢des iniciais (o que se verificard se o ponto E
n#o pertencer ao interior do tridngulo?). Assim, a procura de
solugiio para um problema nunca fica completamente acabada.
Concordamos que sé insistindo na resolu¢iio de problemas
se ganha confianca e se desenvolve a capacidade de os resolver,
reforcando-se, assim, o desejo de o continuar a fazer.
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Por outro lado, a equacio da recta s é
I
y-B=—
V3
Se a abcissa de R for ¢, vem y = —+/3¢ + /3], substituindo na
equacdo de s obtem-se:

(x-a)

—\/§c+\/§l—ﬁ:%(C—&)@C:—?ﬁ+%l+%
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substituindo na equaciio da recta CB obtem-se,

13
S
TRt o
pelo que,
R=(il+g—£ﬁ\f S ﬁ)
44 4 4. 4

Uma vez que através de |[X x ¥l = [X]| X |[l| X sen @ se obtém
a drea do paralelogramo de «lados» ¥ e ¥, entdo, considerando o

médulo do produto vectorial, a 4rea do tridngulo serd
= =
X <yl
=

As 4reas consideradas sdo entdo:

Area A1 e
IAQ x All| = a8
Area Az:
como
ETD:(_}I'g_,_g,_S_[H_ __Sa _(i,_‘/__al)
4 4 4 4 2 2
:(__Sﬁ+g__l./.§.ﬁ+_3a_ﬁl)
4 4 24 4 2
(S
("ﬁ:(a——l-,ﬁ—ﬁl)
2 2
resulta,
IICB x CTj| (£ﬁ+g—£)(ﬁ—£l)—
4 2 2

pelo que, feitas as contas,

ICB x Cl|| = ‘f B f
4 2 2 >
Area Az:

Tem-se
a,\/_§1+§_ﬁ_£a)
4 4 4 4 4 4
e,fﬁ=(a—l,ﬁ),peloque:
]Iﬁx?]”:(—£-£ﬁ+z)ﬁ_(ﬁl+iﬁ_£a)
4 4 4 4 4 4

= (_’_ﬁﬁ+_

ou seja,
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Soma da 4rea colorida é entdo dada por,
A
A1+A2+A3~2+8ﬁ g T
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ou seja,
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concluindo-se que,

A1+ A2+ A3 = —;—Area[ABC]

pelo que, as dreas coloridas e nfo coloridas do tridngulo sfo

iguais.

~ 2)Demonstracio 2

Considereos a figura abaixo,

O triangulo A[ABC] ¢é equildtero de lado I. Tem-se ainda que,
AB=BC=CA=1le ABC = BCA = CAB = 60°. Além disso,

Altura do A[ABC] : h = gl

, h
AreadoA[ABC]:ixﬁzﬁlzouﬁxz—:
2 2 4 2 4\

Como
ACxh, AB CBxh
ALABC] = s LR

2 2
resulta que,
I i | B
20 2 o 2
ou seja, hi; + h, +h; = h. Por outro lado,

h h
sena=— e sen(60°—a)= —
AD AD

donde,
sen o h,

sen(6o° —a) h—3

hZ
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(1)

Como sen(60° - a) = sen 60° cos a — cos 6o°sen a obtem-se
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I
sen(60° —a) = ~=cosa — —sen
2 2

De (1) vem
hy
hysena = Z(ﬁcosa—sena)
h
S hysena = \/Tghlcosa— —25 sena ©

V3

h
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De modo andlogo, obtém-se

5 2h, + h, — 2h; + by
= e =
Vi v
Entdo
2h, +h 2h, +h
Waasg s i AR,
2 \3 2 3 2 3
it W 3
SRRl < Area A[ABC]
24f3 243 243 2
3) Demonstragio 3

Relativamente a figura abaixo,

201

Observa-se que:

Area A[ADE'] = Area A[ADG”]
Area A[DE'E] = Area A[DEE”]
Area A[BDF'] = Area A[BDE"]
Area A[DFF’] = Area A[DFF”]
Area A[CDG'] = Area A[CDF”]
Area A[DGG’] = Area A[DGG”]

Assim

Area A[ADE] + Area A[BDF] + Area A[CDG] =
= Area A[ADE’] + Area A[DEE'] + Area A[BDF']+
+Area A[DFF’] + Area A[CDG’] + Area A[DGG']

Area A[BDE] + Area A[CDF] + Area A[ADG] =
= Area A[BDE”] + Area A[DEE”] + Area A[BDE”]+
+Area A[DFF”] + Area A[ADE”] + Area A[DGG"]
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