Quando procurava uma tarefa de 4dlgebra para colocar aos meus
alunos da formacgo inicial de professores lembrei-me de uma
que j4 tinha realizado com alunos de 1° ciclo e que poderia
ser também realizada por estes alunos. A tarefa consistia em
descobrir qual o menor nimero de movimentos necessdrios
para trocar as posi¢des de dois sapos e duas rds entre si:

Dois sapos e duas rds precisam atravessar um lago e tém cinco pedrinhas
para ndo ter de mergulhar na dgua fria.

Podem avancar para a pedra seguinte (que tem de estar vaga) ou sal-
tar por cima de um animal de outro género, nunca podendo voltar para

z

tras.
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Aos alunos da formacio inicial foi acrescentada uma questio
que consistia na descoberta de uma expresséo geral de modo a
chegar a descobrir o menor nimero de movimentos possivel,
independentemente do niimero de sapos e s, sendo que pri-
meiro foi solicitado que fizessem a investigacio com nimero
igual de sapos e rds, e posteriormente foi alargada para qualquer
nimero de sapos e qualquer nimero de rds, devendo os alunos
chegar a uma expressio geral, como eles referiram «a uma fér-
mula das férmulas».
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3 S Generalizacao consoante a diferenca entre
Apresentacao das sequéncias ¥ , s
Par o nimero de sapos e o nimero de ras
i Dif a | Diferenc i i imai ° mini
Forteiias fickrrete Diferenca | Diferenc ferenca | Diferenca | Diferenca N°ede animais N ITI!I'IIITIIJ de
de 0 del de2 de3 de R decadalado  movimentos
1 v v v v x . .
2 v v
2 8
3 v v v
q v 7 7 v 3 15
g v N Y 24
5 v v 5 35
7 ¥ uil i 6 Y8
8 v v v v v 5 -
9 v v v
Tabela 2. Nimero minimo de movimentos
10 v x v
n v v v v v
12 v v v
13 o v v
14 d v
15 i v v

Tabela 1. Avaliacao das descobertas dos alunos

No 1° ciclo a tarefa foi realizada por alunos do 3° ano de
escolaridade, sendo que desde o inicio se mostrou uma tarefa
motivante para eles. A proposta foi feita para ser realizada a
pares de modo a se conseguirem ajudar, tendo sido a comunica-
¢do fulcral nesta resolucgo.

Os alunos resolveram a tarefa recorrendo a material manipu-
l4vel, tendo simulado os sapos e t3s, assim como as pedrinhas,
o que facilitou a sua compreens?o e a resolucio da mesma. A
competicio «saudédvel» também foi um factor importante na
resolucfio desta tarefa onde cada par tentava resolvé-la utili-
zando menos movimentos do que os restantes colegas.

Quanto 2 formagio inicial, a tarefa foi realizada numa turma
do 3° ano (32 alunos) da licenciatura em Educacio Biésica,
aquando das dltimas aulas da Unidade Curricular (UC) de
«Légica e Padrdes», uma UC de 28 horas. Os alunos tiveram
uma aula (duas horas) para resolver a tarefa a pares (dois grupos
foram constituidos por 3 elementos), sendo que no final da aula
a teriam de entregar para eu ver até onde conseguiram chegar
na sua investigacdo.

Depois de analisar as respostas dos alunos, preenchi a
tabela 1, onde os vistos (v') representam respostas correctas
dadas pelos alunos, as cruzes (%) respostas erradas dadas pelos
alunos, e os espagos em branco a falta de respostas dadas pelos
alunos.

Através da anilise da tabela verifica-se que apenas trés pares
conseguiram concluir a tarefa, sendo que apenas dois a con-
clufram acertadamente. Verifica-se, também, que a maioria dos
grupos apenas conseguiu chegar a generalizagio nas situacdes
em que o ndmero de sapos e de rds € igual, € nas situacdes em
que o nimero de sapos e de ras difere apenas num valor.

Na discussdo da primeira questdo da tarefa, igual ndmero de
animais de cada lado do lago, foi explorado um processo mais
formal de generalizaciio (tabela 2).
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Com os valores obtidos foi possivel calcular as diferencas
entre os mesmos, tendo chegado a seguinte conclusio utilizando
o método das diferencas finitas:

3 8 15 24 35 HB 63
\/
Secl Aoadind 1L ssilgensls

\E/ £ e 2
Através da andlise deste esquema apercebemo-nos que a segunda
diferenga entre os diversos niimeros minimos de movimentos é
sempre constante: 2.

Pegando, entdo, na férmula das diferencas finitas, temos
que:

Termos 1”2 diferenca 2* diferenca
a+b+c

3a+b
4a+2b+c > 24
9a+3b+c e, B —

an®>+bn+c
a,b,ceR,a+ o0

Assim sendo aplicando a férmula anterior aos nossos valores
temos:

20=2 a=1
3a+b=75 b=2
a+b+c=3 c=0

n® +2n =nn+ 2)
7 — ndmero de animais de cada lado
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N° de animais  N° minimo de

de cada lado movimentos
I=E 5 N° de animais
2=3 il de cada lado
J=Y 19 1-3
Y-5 29 2-4
5-6 Ll 3-5
6~/ 55 Y-b
7-8 71 5-7

N° minimo de N° de animais  N° minimo de
movimentos de cada lado movimentos
7 =4 9
™ e-5 17
23 3-b 27
34 Y-7 39
47 5-8 53

Tabela 3. Nimero minimo de movimentos

Aquando do seguimento da tarefa (ntimero diferente de sapos e
1ds) surgiu o seguinte processo de resolucio (tabela 3).

Ao olharmos para estes valores calculdmos as diferencas
entre os mesmos, tendo chegado & seguinte conclusfo:

5 T 18 &8 4 5 7
N
6 8 10 12 ™M 1b
e BB - B B

Através da anélise deste esquema apercebemo-nos que a segunda
diferenca entre os diversos niimeros minimos de movimentos é
sempre constante: 2.

Utilizando, novamente, a férmula das diferencas finitas,
quando a segunda diferenca é constante temos que:

20 =2 a=1I
a+b=06 b=3
a+b+c=j5 c=1

n*+3n+1

1 — namero de animais do lado onde h4 menos

De seguida resolvemos realizar da mesma forma a actividade,
mas com a variante da diferenca entre o niimero de animais dos
dois lados ir aumentando.

Comecdmos por realizar as actividades por tentativas, cons-
truindo desse modo as seguintes tabelas e chegando as respecti-
vas expressdes gerais através do método das diferengas finitas:

1. Diferenca entre o ntimero de animais dos dois lados: 2
(tabela 4). Assim, temos que:

20 =2 a=1

3a+b=7 b=4

a+b+c=7 c=2
n? +4n+2

7n — namero de animais do lado onde ha menos
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Tabela Y. Ntimero minimo de movimentas

Tabela 5. NGmero minimo de movimentos

2. Diferenca entre o nimero de animais dos dois lados: 3
(tabela 5). Assim, temos que:

20=2 a=1

3a+b=38 b=j5

a+b+c=9 c=3
n? +5n+3

1 — ndmero de animais do lado onde h4d menos

Ao analisarmos as expressdes gerais obtidas verificamos que
existem algumas semelhancas entre as mesmas, o que talvez
possibilite a construcio de uma expressdo geral para determi-
nar as expressdes gerais do nimero minimo de movimentos a
realizar:

n* +2n n? +3n+1
Igual nimero de
animais nos dois lados

Diferenca entre o
ndmero de animais nos
dois lados: 1

n? +4n + 2 n>+5n+3
Diferenca entre o

ndmero de animais nos
dois lados: 2

Diferenca entre o
ndmero de animais nos
dois lados: 3

Através da visualizacio pormenorizada das expressdes gerais

obtidas verificamos que:

e  Todas as férmulas se iniciam por 2 (tal facto tem razio de
ser, j4 que na descoberta das expressdes verificdmos que ¢
sempre a segunda diferenca entre os valores obtidos que é
constante, sendo sempre 2.

e O valor que é multiplicado por «n» representa a diferen-
ca entre o nimero de sapos dos dois lados somada a 2 (ex.:
quando a diferenga entre o ndmero de sapos é 1 vai ser
1+2 ou seja 3, tal como se verifica na expressio).

e O valor que se vai somar 2 expressdo que estamos a obter
é sempre o valor da diferenga entre o niimero de sapos dos
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dois lados (ex.: quando a diferenca entre o ndmero de sa-
q
pos € 2 vai ser 2, tal como se verifica na expressio).

Assim, podemos representar as conjecturas retiradas anterior-
mente do seguinte modo:

n?(k+2)n+k
sendo k o valor da diferenca entre o ndmero de
animais dos dois lados e 7 o ntimero do lado
com menor quantidade

De seguida, € para verificar se a expressio encontrada funciona
em mais algumas situagdes, vou realizar o mesmo raciocinio (ir
acrescentando sapos), mas somente a um dos lados, pois vou
considerar o outro sem sapos (figura 1).

N° de animais de cada lado  N° minimo de movimentos
0D-1 1

2 2
3 3
Y Y
5 5

Aplicando a expressio:

n2(k+2n+k
sendo k o valor da diferenca entre o ndmero de
animais dos dois lados e # o nimero do lado
com menor quantidade

1sapo > 1 movimento
2 sapos > 2 movimentos
3 sapos > 3 movimentaos

Y sapos > 4 movimentos

g g 5 sapos > 5 movimentos

Para o — 1 sapo:
o*+(I1+2)X0+1=0+0+1=1
Para o — 2 sapos:
o*+(2+2)X0o+2=0+0+2=2
Para o — 3 sapos:
0*+(3+2)X0+3=0+0+3=3
Para o — 4 sapos:
0’ +(4+2)X0+4=0+0+4=4
Para o — 5 sapos:
o*+(5+2)X0+5=04+0+5=35

Assim, podemos verificar que também nestes casos a expressio
encontrada para determinar as expressdes gerais do nimero
minimo de movimentos a realizar se encontra correcta.

Deste modo € possivel conjecturar que a expressio obtida é
vélida para qualquer niimero de animais a deslocar.

Ana Caseiro

Escola Superior de Educagao de Lishoa
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