indole algébrica.
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Tarefa 1 — Sequéncia com figuras geométricas

HEOAEO

Descreve a sequéncia.

‘Completa a sequéncia.

D

é através da acciio. Conhecemos muitas coisas para as
quais nfo hd imagética nem palavras e ¢ muito dificil
ensiné-la através de palavras, diagramas ou imagens (...)
H4 um segundo sistema de representagio que depende
da organizaciio visual ou outra organizagio senséria e
do recurso a imagens de resumo (...) A primeira forma
de representaciio veio a ser designada como activa e a
segunda como icénica (...). Por fim, hé a representacio
por palavras ou linguagem. O seu trago distintivo é ser
simbélica por natureza (...) (pp. 27-29)

Deste modo, em Matemdtica, as representagdes sdo caracteres,
simbolos, configuracdes pictéricas ou mesmo objectos que
representam alguma ideia, objecto,,/ ou relagio matemdtica.
A relacio entre a representacdo e o objecto representado
ndo é biunfvoca. Assim, um dado objecto matemdtico pode
ter, muitas vezes, diversas representagdes — por exemplo, o
nimero natural dois pode ser representado por «2» (digito),
«II» (numeracfio romana), «10» (no sistema bindrio), «dois»
(palavra da lingua portuguesa), «two» (em inglés), «®®» ou
por qualquer conjunto de dois objectos. Além disso, uma dada
representacio pode remeter para diferentes objectos, conso-
ante o contexto — pensemos, por exemplo, no sinal de =, que
tanto pode representar uma equivaléncia como o resultado de
uma operaciol?. Por isso, uma representacio matematica ndo
pode ser interpretada isoladamente, s6 fazendo sentido quando
observada num contexto bem determinado, a luz de um sistema
de representaciio, com regras e significados bem definidos. S6
este enquadramento torna possivel a comunicagfio matemdtica,
com a utilizacio universal de representagdes comummente
aceites e generalizadas.

Goldin (2008) salienta que estes sistemas de representacio
tém uma estrutura complexa e elaborada mas ao mesmo tempo
aberta e em constante mudanga, pois as regras e normas que
definem um sistema de representagiio também permitem que
através da «manipulagio de sfmbolos, regras de dlgebra ou
cdlculo jd existentes nos seja possivel obter novas férmulas, ou
transformar e resolver equacdes» (p.182). As representagoes
mais complexas ndo sio compreensiveis a nfo ser relacionadas
com outras representacdes mais simples, para as quais o indivi-
duo atribua um significado.

i . .Edn;égﬁnehatém&ti;a‘

Quantos elementos tem a sequéncia inicial?

Como serd o 20.° elemento da sequéncia’
Em trinta elementos, quantas vezes apareceré o 1.°/4.°7

Este autor chama a atencfio que é preciso distinguir dois
tipos de representacdes: externas e internas. As representagdes
externas tém existéncia fisica, seja em papel, seja num ecrd de
computador, seja num outro suporte qualquer (simbolos que
representam os Ndmeros e suas operagoes, notacio algébrica,
simbolos da linguagem Logo, sistemas geométricos como a
rectas numérica e os gréficos cartesianos, diagramas diversos e
outros). Bishop e Goffree (1986), categorizam os virios tipos de
representacdes externas que se podem encontrar nas aulas de
Matemdtica em quatro grupos principais — simbolos matemdti-
cos, linguagem verbal, figuras e objectos — e indicam que «cada
um destes tipos tem o seu préprio vocabuldrio ou cédigo que
precisa ser apreendido de forma a compreender as ideias mate-
méticas expressas» (p.34). As figuras, imagens, icones, etc. ddo
origem ao que podemos designar por representagdes pictdricas.

Ainda hd bem pouco tempo, s6 se trabalhava na escola com
representacdes simbélicas, incluindo os simbolos para os digitos,
os sinais das operagdes +,—, X, : €0 sinal =. Mais recentemente,
comecou a perceber-se a importancia de se valorizarem as
representag@es informais, nomeadamente por figuras e objectos.
Em Portugal, o modo como os alunos do 3.° ano trabalham
com diferentes representagdes matemdticas foi estudado por
Nuno Valério (2005) que evidencia a sua capacidade para
gerarem representacGes proprias, ao procurarem dar sentido a
um problema, e que constituem um importante suporte para
a sua aprendizagem. Pelo seu lado, Paula Canavarro (2007)
sublinha a importancia tanto das representacdes matemdticas
convencionais como das nfio convencionais Como recurso para
o raciocinio algébrico e para a expressio do pensamento por
parte dos alunos do 1.° ciclo. Elisa Pinto (2009) refere que para
além das representacGes simbélicas, os alunos utilizam frequen-
temente representacdes activas (usando materiais manipulé-
veis) e representacdes icénicas como ligagio ao concreto, como
base para uma representagdo simbdlica e como suporte para o
raciocinio matematico.

Enquanto as representagdes externas sdo fdceis de observar,
o0 mesmo nio se pode dizer das representa¢des internas que cada
individuo forma e usa de modo diferente. Surge entdo a questdo
relativa ao modo como decorre o processo cognitivo, como é
que uma representacfo externa passa a ter uma representa-
o interna associada no nosso pensamento. Goldin (2008)
sublinha a dificuldade em analisar o processo através do qual
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as representacdes internas se formam em cada individuo, bem
como em perceber como se caracterizam essas representagdes.
Contudo, apesar de nfo se conseguir acompanhar directamente
o processo de representacio interna dos alunos, podemos fazer
inferéncias sobre ele, baseando-nos na forma como trabalham
com as representacBes externas nas interac¢des com os colegas,
na sua participa¢fio nas actividades propostas e nos registos pro-
duzidos. Assim, quando um aluno usa os seus conhecimentos
na constru¢io de uma sequéncia, um gréfico, ou um diagrama,
podemos procurar compreender o seu processo de pensamento
e respectivas dificuldades. De igual modo, quando lhe pedirmos
para explicar por palavras suas ou por uma outra representagfio
uma defini¢iio ou procedimento, podemos tentar perceber como
foram compreendidos os conceitos envolvidos.

A tarefa 1 é uma sequéncia repetitival, onde existe uma
unidade que se repete formada por trés elementos (as imagens
quadrado, circulo, tridngulo). Os primeiros seis termos caracte-
rizam-se pela sua forma e pela sua cor e os quatro termos que
se seguem apenas pela sua forma. Envolvendo uma sequéncia
pictérica repetitiva de fécil apreensdo, esta tarefa pode parecer
muito simples. Na verdade, rapidamente podemos chegar a
questdes de assinaldvel complexidade, que sé podem ser res-
pondidas recorrendo a outros sistemas de representagiio para
além da sequéncia pictérica dada.

Na realizacio desta tarefa, Bianca, uma aluna do 2.° ano,
revela facilidade em utilizar correctamente as designagdes
«tridngulo», «cfrculo» e «quadrado» e mostra-se familiarizada
com tarefas envolvendo sequéncias. Nas questdes 1, 2 e 3 des-
creve a sequéncia, referindo as figuras que a compdem, diz que
a sequéncia tem 6 elementos e pinta cada figura da 7.* & 10.2
posiciio, de acordo com o padréo indicado.

No entanto, a partir da questfo 4, a aluna mostra dificuldade
em compreender as perguntas, obrigando a professora a for-
mulé-las de forma diferente. Uma das suas dificuldades parece
ter a ver com a terminologia dos ordinais, uma vez que nio
reconhece o termo «vigésimo». Nota-se que espontaneamente
usa os termos ordinais até «sétimo», revertendo depois para
termos cardinais:

Entrevistadora: Bianca, qual serd o vigésimo elemento desta
sequéncia?
Bianca fica em siléncio e aparenta estar confusa.

O

9 10
19 20
3 10 Figural.1.2 e 2.° tentativas de David [note-se que os
18 19 numerais indicados na figura ndo sdo registados por

escrito mas sim indicados oralmente pelo alung).

Entrevistadora: Se continuares esta sequéncia e se tivesses que
fazer vinte, como achas que vai ser a vigésima pecinha?

Bianca continua em siléncio, morde o ldbio e continua com
um ar confuso.

Entrevistadora: Esta é a primeira, a segunda. A terceira...
Continuando por aqui... Como serd a vigésima? Podes fa-
zer como quiseres... N&o tens que adivinhar, podes fazer
em papel.

Bianca continua em siléncio e estd cada vez mais atrapalhada.

Entrevistadora: Estés a perceber o que te estou a pedir?

Bianca acena negativamente com a cabe¢a e encolhe os

ombros.

Entrevistadora: Esta é a primeira pecinha, esta é a segunda, esta
€ Alaw

Bianca (apontando para os elementos seguintes): ... Terceira,

quarta, quinta, sexta, sétima, oito, nove, dez.

Entrevistadora: Se continuares a sequéncia, como serd a pega
ndmero vinte!

Bianca renitente, simula que vai resolver a situagfio na folha,
como que a pedir autorizagiio para o fazer, e perante um
aceno positivo, comeca a desenhar no papel a sequéncia,
enquanto conta baixinho até vinte. No vigésimo elemen-
to, para e aponta para um circulo amarelo.

Nesta sequéncia, Bianca identifica o padrio pictérico mas ndo
consegue identificar um padrfio numérico. Consegue raciocinar
na representacio pictérica e dizer qual vai ser o termo que se
segue a um termo dado. Consegue mesmo identificar 0 20.°
termo. No entanto, ndo identifica uma sequéncia numérica
associada a esta que lhe permita responder as questdes envol-
vendo termos distantes e, para isso, necessita de completar a
sequéncia, desenhando todos os elementos.

David, outro aluno do 2.° ano, revela também facilidade em
utilizar correctamente as designagBes «tridngulo», «circulo» e
«quadrado» e estar familiarizado com o conceito de sequéncia.
Apresenta mais facilidade em compreender o que lhe é pedido
e sempre que tem dividas, nfo hesita em fazer perguntas.
Para responder 4 questdio 4, conta oralmente os elementos da
sequéncia, indicando que sdo dez, volta ao primeiro e continua
a contar oralmente, tal como mostra a Figura 1 (1. tentativa).
No entanto, quando é questionado, pensa na sua solugdo e
rapidamente a corrige:
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Figura 2. Generalizacdo de David (novamente os numerais ndo sdo registados por escrito mas

sim indicados oralmente pelo aluno).

David: Vinte! E um quadrado cinzento!

Entrevistadora: Nao percebi. ..

David: Pois... E assim... Pus a sequéncia na minha cabeca e fiz
dez mais dez.

Entrevistadora: Dez mais dez?!?

Dawid: Sim... Dez mais dez € vinte...

Entrevistadora: Sim... E...?

Dawid: Pus duas barras na minha cabeca e o vigésimo... Aaah...
Elemento... E o quadrado cinzento!

Entrevistadora: Aaaahhh... Mas... Tenho uma ddvida... Isto é
uma sequéncia, certo!

Dawid: Certo.

Entrevistadora: Entfo... Mas... Quando voltas aqui ao primei-
ro elemento, nfo estragas a sequéncia... Ao repetires dois
quadrados?

David: Ah pois é! Espera, deixa-me pensar... (demora cerca
de cinco segundos a testar a sua nova solugiio)... Vinte!
Afinal é o circulo amarelo!

Entrevistadora: Nao estou a perceber. ..

David: Entdo... E assim... Como assim repetia o quadrado,
dou um saltinho para a segunda e continuo... Percebeste?
Assim... Queres ver? (exemplifica com o dedo, contando
em voz alta, tal como indica a Figura 1).

Quando a seguir lhe é pedido para indicar o trigésimo elemento,
David generaliza o padrio que descobriu e faz oralmente conta-
gem, apontando com os dedos, tal como sugere a Figura 2.

Note-se que David nfo trabalha com uma unidade com-
posta de 3 elementos mas sim com uma unidade composta de
9 elementos. No entanto, mostra ser capaz de estabelecer uma
relacfio entre duas representacdes, a pictérica e a numérica, e
com essa relaciio consegue responder com facilidade a diversas
questdes.

Deste modo, ambos os alunos mostram compreender o
que sdo sequéncias e o respectivo sistema de representacio,
embora Bianca nfio conheca os nimeros ordinais a partir de
certa ordem. A aluna desenvolve todo o seu raciocinio a partir
da representagio dada, que usa para construir novos termos da
sequéncia, ficando por isso limitada relativamente s questdes
que consegue responder. Pelo seu lado, David consegue estabe-
lecer uma relaciio entre a sequéncia pictérica dada e uma nova
sequéncia numérica que ele préprio produz oral e gestualmente
e com a qual consegue responder a diversas questdes sobre ter-
mos distantes.

A tarefa 2 é um problema de andlise combinatéria, enun-
ciada em linguagem verbal, sem indicar qualquer representacio
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matemdtica pictérica ou simbdlica. Para a resolver, os alunos
tém que produzir a sua prépria representacio.

Bianca mostra-se bastante 2 vontade, e a sua professora
confirma que ela j4 realizou tarefas andlogas desde a educaciio
pré-escolar. Para responder 2 questdo 1, comeca por colocar
as cinco pegas de roupa numa sé fila, primeiro as trés cami-
solas (que pinta de cores diferentes — rosa, amarelo, verde) e
depois os dois calgdes (que pinta de azul e laranja). De seguida,
toma cada camisola como «4ncora» e representa por baixo os
dois calgdes, produzindo assim uma possivel representacio de
todos os casos possiveis (figura 3). Faz tudo isto sem precisar de
nenhuma ajuda.

Entrevistadora: O que estds a fazer?

Bianca: Aqui vou por a roupa toda, primeiro as camisolas e...
Os calgdes. J4 estd!

Entrevistadora: Entdo mas est4s a desenhar mais cal¢ses por bai-
xo das camisolas...?

Bianca: Sim, porque, este é com este, este com este e este com
este! (refere-se aos primeiros calgBes que associa sucessi-
vamente a cada camisola) Agora faltam os outros calcdes!
(refere-se aos segundos calgdes)

No entanto, a contagem do ntimero de combinacées revela-
se um problema complicado. Bianca deixa de ter em atenciio
as combinacdes de pegas de roupa e conta simplesmente os
objectos que tinha representado — 3 na primeira coluna, 3 na
segunda e 3 na terceira (registo que aparece na parte de baixo
da figura 3). Deste modo, perde de vista o significado do que
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Figura 3. Representac3o de Bianca na sua resposta a questdo 1.




Tarefa 2 — Combinag¢des de roupa

1. A Joana tem trés camisolas e dois calgdes. Quantos dias consegue fazer combinacdes diferentes?
2. A mie da Joana comprou-lhe uma saia nova. Quantas combinacdes a Joana passa a conseguir

fazer?

representou. Sé com a intervengio da entrevistadora é que a
aluna retoma a ideia que tinha que contar, ndo pecas de roupa
isoladas, mas as suas diferentes combinacdes. Em vez de contar
directamente os objectos representados na figura, prefere esta-
belecer uma relagfio entre estes objectos e os dedos da méo, que
constituem um sistema de representaciio auxiliar, contando a
partir deles.

A semelhanca da sua colega, David também faz a sua repre-
senta¢io numa espécie de tabela, mas pinta todas as combina-
¢Bes, organizando-as dentro de rectingulos (figura 4). Assim,
consegue responder mais rapidamente as sucessivas questdes
que lhe s@o colocadas pela entrevistadora, limitando-se a acres-
centar ou retirar elementos (figura 5).

Entrevistadora: Depois da mde da Joana lhe comprar a saia,
quantas combinag®es passa a ter a Joana!?

David: Isso é fécil... Junta-se as saias... Posso por aqui ao
lado?

Entrevistadora: Sim... No h4 problema...

David: Entfo... Sdo nove!

Entrevistadora: Ah... Ja percebi... Entdo... Mas sabes... A mie
da Joana é um bocadito desastrada e sem querer, os cal¢des
encolheram na mdquina e deixaram de servir & Joana...
Quantas combinagdes é que ela tem agora?

David: Trés!

c}‘w&/}e&mgwo& M.

Figura Y. Representacdo de David na questdo 1 da tarefa 3.

Entrevistadora: Ai é1!
David: Sim... Tiras estas que sdo os cal¢des. .. E ficas s6 com es-
tas trés que sdo as saias!

Deste modo, Bianca parece fazer uma representaciio mais abs-
tracta e mais eficiente — representando os calgdes por baixo
de cada camisola. No entanto, tem muitas dificuldades em dis-
tinguir «pegas de roupa» e «combinacgdes de pecas de roupa».
David inicialmente nfio mostra esse tipo de dificuldade, dese-
nhando cada combinaciio e respondendo correctamente as duas
questdes. Ambos os alunos mostram facilidade em gerar as suas
representagBes préprias para o problema proposto, sendo mais
sofisticada a de Bianca que a de David. Mas € este aluno quem
consegue raciocinar melhor a partir da sua répresenta(;ﬁo‘ Isto
mostra que o facto dos alunos trabalharem com representagdes
préprias ndo garante sucesso na resolucio de um problema. E
preciso que eles saibam tirar partido dessas representacdes e que
as saibam relacionar com outras representacdes matematicas,
como a sequéncia dos nlimeros naturais.

Conclusao

Apesar de Bianca e David serem considerados os melhores
alunos da sala e terem j4 alguma experiéncia no trabalho com
sequéncias e na resoluc¢iio de problemas combinatérios, estas
tarefas constitufram para eles um grande desafio. Sendo alunos
do 2.° ano de escolaridade, tém ainda muitas dificuldades em
expressar por escrito o seu raciocinio e mesmo ao nivel da ora-

Figura 5. Representacdo de David na questdo 2 da tarefa 3, tendo por
base a resposta a questdo anterior.
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lidade necessitam de alguma ajuda para se fazer entender. Cada
vez que sdo questionados, olham a entrevistadora com alguma
desconfianca, tentando perceber se a pergunta é realmente uma
divida ou um sinal de que estdo a dar uma resposta incorrecta.

Na tarefa 1, envolvendo uma sequéncia pictérica repetitiva,
existe & partida uma representaciio externa dada no enunciado.
Ambos os alunos conseguem compreender o sistema de repre-
sentacio, envolvendo diversos tipos de figuras dispostas numa
certa ordem, e usam-no para responder &s questdes mais simples
que lhes sdo propostas.

No entanto, para responder as questdes mais complexas,
torna-se necessario produzir representacdes adicionais (inter-
nas), que podem ser materializadas externamente de diferentes
modos. Bianca ndo o chega a fazer mas, David usa a sequéncia
dos niimeros naturais para estabelecer uma correspondéncia
com os termos da sequéncia (primeiro incorrecta, mas depois
correctamente), com a qual responde a vérias questdes.

Na tarefa 2, envolvendo combinac&es, os alunos tém de
gerar uma representacio externa apropriada. Na fase inicial da
resoluciio da tarefa, ambos representam os dados (trés camisolas
e dois calcdes) através de representagBes proprias, elementos
icénicos, em linha, procurando ligar o problema a realidade.
Bianca, embora produza uma representa¢io que teria permitido
uma resposta correcta, perde o sentido da ideia de combinaggo
como par de objectos e acaba por contar objectos individuais.
Usa um sistema de representacio que aprendeu em momentos
anteriores, mas mostra nfo compreender muito bem o que estd
a fazer. J4 David produz um sistema de representa¢io mais expli-
cito, que lhe permite contar directamente os pares de objectos
solicitados.

Muitos professores consideram que as representagdes mate-
madticas sido aprendidas naturalmente pelos alunos sem ser
preciso dar-lhes grande aten¢io. O desempenho de Bianca e
David, no entanto, evidencia a complexidade da aprendiza-
gem das representagdes. A compreensio do padrio visual das
sequéncias pictéricas permite aos dois alunos responder correc-
tamente s questdes mais simples da tarefa 1. Para responder a
questdes mais complexas € necessario gerar uma relagio entre
as sequéncias dadas e a sequéncia dos ndmeros naturais, o que
David consegue fazer (oral e gestualmente) de modo muito efi-
caz. A representacfio pictérica-simbélica desta relagdo (como
a indicada nas figuras 2 e 3) poderia permitir ir ainda mais
longe na resposta a questdes mais complexas sobre a sequéncia
repetitiva. Além disso, o desempenho de Bianca na tarefa 2
evidencia como certas representagdes podem parecer terem
sido aprendidas e, na verdade, subsistirem muitas dificuldades
na sua compreensao.

No nosso pafs, o estudo do papel das representacdes no cur-
riculo, na aprendizagem dos alunos e nas praticas profissionais
dos professores deste nivel de ensino estd ainda largamente por
explorar. Nzo temos grandes ddvidas que € preciso valorizar
diversos tipos de representacdes, formais e informais e enco-
rajar os alunos a produzirem as suas representagdes proprias.
No entanto, precisamos de saber melhor como lidar com os
casos dos alunos, como Bianca, que usam representagdes
potencialmente tteis sem verdadeiramente as compreender.
De que modo podemos ajudar os alunos a evolufrem do uso

de representacSes informais para representagOes mais formais?
Enfim, trata-se, de um campo que precisa de atenciio, de forma
a percebermos melhor o modo de pensar dos alunos e como
os podemos ajudar a compreenderem melhor os conceitos e
procedimentos matemadticos.

Durante as entrevistas, os alunos mostraram-se sempre dis-
pontfveis, interessados e muito motivados. A certa altura tocou
para o recreio escolar, mas ambos pediram para voltar mais cedo
para terminarem as tarefas. Quando regressaram 2 sua sala, dis-
seram & professora que as tarefas propostas foram muito dificeis,
mas fixes e divertidas. Isto mostra como os alunos deste nivel
de ensino podem ser sensiveis ao desafio de tarefas matematicas
que achem interessantes. E de registar, ainda, que o entusiasmo
dos alunos fez com que o resto da turma ficasse bastante curioso
em relacfio s tarefas propostas, o que, por sua vez, levou a pro-
fessora a decidir realizd-las no futuro com toda a turma. ..

Notas

il Trabalho realizado no a4mbito do Projecto IMLNA — Improving
Mathematics Learning in Numbers and Algebra, apoiado pela
FCT — Fundacfio para a Ciéncia e Tecnologia (contrato PTDC/
CED/65448/2006). Este artigo tem por base uma comunicagio
apresentada no semindrio de encerramento deste projecto, em 31
de Janeiro de 2011.

I Uma discussdo aprofundada sobre os diferentes usos do sinal de =
encontra-se, por exemplo em Ponte, Branco e Matos (2009).

Bl Tarefa baseada numa situaciio apresentada em Ponte, Branco e
Matos (2009).
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