O ISBN ¢ o International Standard Book Number. Até 2007
este numero era constituido por dez algarismos e, desde entdo,
passou a incluir o cédigo EAN (European Article Number) e
a ser constituido por 13 algarismos. O ISBN ¢ um nidmero

rec@nhecxd@ mtﬁmacmnalmeme € que penmte rapl&imente ;

identificar qualquer livro. No nosso pais o sistema existe desde
1088 estando a sua gestdio a cargo da APEL — Associaciio
- Portuguesa de Editores e Livf&i‘r@s.~ EBN~encenxra~se» divi-
- dido em cinco partes:
* OFAN  um c0d1g0 de tres aIgansmos que permite saber

de que tipo de artigo estamos a falar (livro, software, etc.).

No caso dos livros este codigo serd 0 978 ou o 979.

O grupo de registo — um cédigo que pode terde 1 a5 al-
garismos e que identifica o pais ou a imgua em que o hvro :

‘estd escrito.

Figural

A editora — um conjunto de até 7 algarismos que identi-
fica a editora que publicou o livro.
O identificador do titulo — um c6digo ate 6 algal ismos
que identifica especificamente o livro.
O algarismo de controlo — o algarismo final que valida
‘matematicamente o [SBN e que tem como funciio detec-
tar eventuais enganos quando o ISBN & digitado.
O ISBN surge por norma na ficha técnica do livio e na sua
contracapa, em geral junto de um coéhgo de barras destinado a
leitura éptica. O ISBN pode ser apresentado de duas maneiras,

como se ilustra na ﬁgura 1. A primeira € mais conveniente

quando € possivel recorrer a ur instrumento de leitura Gpticado
cédigo de barras, e a segunda tem a yantagem de permitir desde

logo 1denuh<;a,r as cinco partes qae s:@nstzmem 0 ndmero.

ou
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algarismo 1° algarismo 1° grupo de 6 algarismas 2° grupo de 6 algarismos
0 11111 000M01 II 1110010
1 110100 0011001 II gnoon II 1100110
2 110010 00100M l] gonon l] 1101100
3 ©noool .] o1maon I I 0100001 I I 1000010
Y 101100 m]»mmmn .] 0011101 I] 1011100
5 100110 I I 0110001 II II 1001110
6 10001 010111 mﬂﬂﬂ]ﬂ] I] 1010000
7 101010 .] 01110M I:U] 0010001 I_ﬂ:l 1000100
8 101001 l] 01101 ﬂ] 0001001 m 1001000
9 100101 I] oooion I] 0010111 F] 1110100

paridade impar par par

Figura 2

Quando o ISBN ¢ representado juntamente com um cédigo
de barras o primeiro algarismo surge 2 esquerda das barras e os
restantes surgem por baixo destas, divididos em dois grupos de
seis algarismos separados e delimitados por separadores (umas
barras em regra mais compridas que as restantes). As barras
consistem numa sequéncia de tiras claras e escuras de diferen-
tes grossuras que representam os algarismos. Cada conjunto de
sete médulos brancos ou pretos representa um algarismo. Por
exemplo, o algarismo 2 do segundo conjunto de seis algarismos
é representado por dois médulos pretos, um médulo branco,
dois médulos pretos e dois médulos brancos. Durante a leitura
6ptica o computador atribui a cada médulo branco o valor zero
e a cada médulo preto o valor um, obtendo assim uma sequén-
cia bindria de comprimento sete (que no caso do nosso exemplo
seria 1101100) a que posteriormente associa um algarismo de
0 a9, de acordo com a tltima coluna da tabela da figura 2.

Os algarismos do primeiro conjunto de seis algarismos
podem ser representados de duas maneiras diferentes. Uma das
representagdes possiveis corresponde ao que podemos chamar
o inverso da representacfio do segundo conjunto de seis algaris-
mos em que as barras pretas passam a brancas e vice-versa (na
figura 2, comparar a primeira coluna de cédigo de barras com
a tltima). Neste caso o algarismo 2 seria representado por dois
mddulos brancos, um médulo preto, dois médulos brancos e
dois médulos pretos a que corresponderia o niimero 0010011.

A outra representagio possivel é a imagem no espelho da
codificagio do segundo grupo de seis algarismos (na figura 2,
comparar as duas tltimas colunas de c6digo de barras). E neste
caso o algarismo 2 seria representado por duas barras brancas,
duas barras pretas, uma barra branca e duas barras pretas, a que
corresponderia a sequéncia 0011011. Estas duas representacdes
sdo designadas de par ou fmpar em fungiio do nimero de 1’s que
incluem. Assim, 0010011 ser4 a representacio impar do alga-
rismo 2 porque tem um nimero fmpar (trés) de 1’s e 0011011
serd a representacio par do algarismo 2 porque tem um niimero
par (quatro) de 1’s.

A escolha, para cada um dos algarismos do primeiro grupo
de seis algarismos, entre a sua representaciio fmpar ou a sua
representagdo par, determina uma sequéncia de seis digitos («1»
se for escolhida a representagio impar e «0» se for escolhida a
representagio par) que permite codificar o primeiro algarismo
do ISBN (aquele que surge a esquerda do cédigo de barras).

A tabela da figura 2 apresenta para cada algarismo as codi-
ficagdes para o primeiro algarismo do ISBN, para o primeiro
grupo de seis algarismos com codificagdes impares e pares e para
o segundo grupo de seis algarismos. Estas codificaces podem
ser inferidas a partir da anlise do c6digo de barras de diversos
ISBN’s ou, pelo contrério, podem ser utilizadas para construir
cédigos de barras. Vamos usé-la para reproduzir o cédigo de
barras da figura 1.
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O primeiro algarismo do ISBN da figura 1 ¢ 9, que é codifi-
cado por 100101. Isto significa que no primeiro grupo de seis
algarismos iremos escolher sucessivamente as representagdes
fmpar (1), par (0), par (0), fmpar (1), par (0) e fmpar (1). Ou
seja, que para o algarismo 7 iremos escolher a representagiio
{mpar, para o 8 a par, para 0 9 a par, para o 7 a {mpar, parao 2 a
par e para o 4 a fmpar (figura 3).

A segunda parte do cédigo de barras terd por base os c6digos
do segundo conjunto de seis algarismos (figura 4).

A Matematica do ISBN: elementar ou ndo?

O ISBN, podendo ser algo a que os alunos nunca deram aten-
¢io, estd em certo sentido presente na sala de aula, pois surge
no manual de todas as disciplinas. Além disso, alguns alunos
podem achar interessante perceber um pouco do seu funcio-
namento e encontrar um exemplo de uma situagiio concreta
em que a utilidade da Matemdtica € visfvel, ao disponibilizar
uma forma de detectar eventuais enganos na digitalizacio dos
algarismos. Acresce ainda que esta é uma situacio simples,
cuja compreensdo estd ao alcance de alunos mesmo de niveis
mais elementares, mas que pode depois ser estendida e apro-
fundada, tornando-a relevante também para alunos de niveis
mais avancgados. A aritmética modular é alids uma das 4reas
da Matemaitica cujo estudo autores como Justesen & Hoholdt
(2004) consideram sé estar ao alcance de alunos com alguma
maturidade, como é o caso daqueles que j4 se encontram a
frequentar um 3.° ou 4.° ano no ensino superior.

A um nivel mais elementar, esta pode ser uma boa ocasifio
para proporcionar aos alunos um contacto com diferentes repre-
sentagtes duma mesma entidade, abordando uma representaciio
numérica, uma representacio geométrica e uma representacio
bindria, que sendo obviamente numérica ¢ diferente daquela a
que os alunos estdo habituados e permite langar diversas ques-
tdes e estabelecer pontes com dreas como a informdtica.

A forma como sio constituidos os ISBN, a partir das cinco
componentes base, das quais trés tém um ndmero varidvel de
algarismos, pode também constituir um ponto de partida para
um trabalho exploratério e de natureza organizativa. Se nio
vejamos:

O grupo de registo dos livros publicados em Portugal tem
trés algarismos. No Canad4 encontramos livros em que o grupo
de registo tem um tnico algarismo. Sendo o grupo de registo
estabelecido a nivel mundial, que critérios podem ser estabe-
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lecidos para decidir que pafses e idiomas ficam com grupos de
registo de um, dois, trés ou mais algarismos?

E em Portugal, que critérios podem ser estabelecidos para a
atribuiciio dos cédigos as editoras? Que implicagdes tém essas
decisdes sobre o nimero maximo de livros que cada uma pode
publicar?

O niimero de controlo é outra situacio interessante do ISBN
que, do ponto de vista matemético, pode originar oportunida-
des de exploraciio ricas. A abordagem pode ser feita a um nivel
relativamente elementar, como veremos no ponto seguinte, mas
pode também envolver conhecimentos matemdticos que véo
para além do elementar. Nomeadamente, conhecimentos de
teoria dos corpos finitos relevantes para a teoria dos c6digos.

0 nimero de controlo do ISBN no passado e no presente

Como j4 referimos, até 2007 o ISBN era constituido por dez
algarismos: nove algarismos mais um de controlo. Considerando
o nimero ISBN como x; X, X3 X4 X5 Xs X7 Xg X9 X10, onde cada x;
representa um algarismo, o nimero de controlo x; era deter-
minado de modo a que

X1+ 2x,+3x3+4x4+ 5x5+6x6+ Txq+ 8xg+ 9x9+ 10x,

=0 (mod 11).

Tabelal
N° de controlo? Valor de 234 +10x? Resto da divisao por 11
0 234 3
1 244 2
2 54 1
3 264 1]
4 274 10
5 284 9
6 294 8
7 304 7
8 3N 6
9 324 5
10 334 Y




Actual ISBN -
0 1 2 3 y 5 6 7 8 g

0 31 | 62 |93 [ gy N g5 | 1-7 | 48 | 7-9
1 -2 7-5 | 06 | 3-7 | 5-8 EEN -0 | 51 | 8-2
2.5l pdg | W55 -9 gg | 71 | 02 EEM 54 | 9-5
3 | 3-9 | 60| 94 53 [ B4 | 1-5 | y-r (= -8
Yy | 4g | 7-3 | py-lFaaE 9-7 | 2-8 | 5-9 | B-0 (EE

. 5 (WEEES 85 | 1-7 | y-8 | 7-9 3-1 | 6-2 | 9-3 | 2y
5 | 6-8 [MEECE 20| 521 | 82 | 1-3 75 | 05| 37
7 | 71 | o-2 [ME=M 54 | 95 | 26 | 57 1-9 | y4-0
B |84 | 15 | 46 M ng | 3-3 | 6-0 | 94 5-3
g | 97 | 28 | 5-9 | B-0 (W= 42 | 7-3 | 0-4 | 35

Tabela 2

Ou seja, o décimo algarismo era escolhido de modo a que
quando multiplicado por dez e somado a x; + 2x, + 3x; + 4x, +
+5x5 + 6x6+ 77 + 8x5 + 99, 0 resultado fosse um mdltiplo de 11.

Por exemplo, se pretendéssemos determinar o algarismo de
controlo do livro de ISBN 9726627927, comecarfamos por cal-
cular 9+2x7+3x2+4X6+5x6+6X2+TxT+8x9+9x2,
que dd 234. O niimero de controlo «!» seria entdo um valor
entre 0 e 10 tal que

234 +10x? é maltiplo de 11. (Tabela 1)

Entdo o ntmero de controlo seria 3 e consequentemente o
ISBN completo seria 9726627923.

A passagem do ntmero de algarismos do ISBN de dez
para treze veio, contudo, conduzir ao abandono desta forma
de determinar o algarismo de controlo. Na verdade, jd existia
um pequeno problema com o algoritmo associado ao ISBN de
dez algarismos. E que o algarismo de controlo podia variar de
0a 10, o que fazia com que o algarismo de controlo por vezes
fosse 10, o que nfo é um algarismo. Neste caso o problema
foi contornado com um pequeno artificio. Recorreu-se a X,
que em numera¢io romana representa o valor 10, e embora
ngo se tivesse obviamente um algarismo tinhamos pelo menos
um tnico simbolo. A passagem do ISBN para treze algarismos
obrigava necessariamente a alteragdes no algoritmo para deter-
minar o algarismo de controlo e levou a adopciio de um novo
algoritmo.

Num ISBN actual os primeiros doze algarismos sio seguidos
de um algarismo de controlo. Considerando o ISBN como
X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xo X109 X11 X12 X33, onde cada x, representa um
algarismo, o algarismo de controlo x5 é determinado de modo
aque

X]+3X7_+X3+3X4+X5+3X6+X7+3Xs+X9+3X10+X11+3X12+X13

=0 (mod 10).

Ou seja, 0 décimo terceiro algarismo é escolhido de modo a
que quando somado a x; + 3x; + x5+ 34 + X5+ 36+ %7 + x5+ Xo +
+3x50+ 11 + 3%, 0 resultado seja um mdltiplo de 10.

Por exemplo, se pretendermos determinar o algarismo de
controlo do livro de ISBN 9789726627927, comecarfamos por
calcular 9+3x7+8+3x9+7+3x2+6+3x6+2+3xT+9+
+3x2 que d4 140. O algarismo de controlo «?» seria entdo um
valor entre 0 e 9 tal que 140+ ? é miiltiplo de 10. Ou seja, 0. E,
consequentemente, o ISBN completo seria 9789726627920.

A grande fungfo deste algarismo de controlo é naturalmente
detectar eventuais enganos ao digitar o nimero de ISBN. De
entre os diversos enganos possiveis os mais comuns sio, segundo
Buescu (2002), 0s que envolvem a inserciio de um algarismo
errado ou a troca entre dois algarismos adjacentes, sendo que,
segundo Picado (2001), a ocorréncia de mais de um erro na
introdugdio de um mesmo ISBN ¢ muito reduzida. E ficil ver
que tanto o actual como o antigo algoritmo para determinar
o algarismo de controlo do ISBN detecta os casos em que é
introduzido um algarismo errado. E a troca entre dois algaris-
mos adjacentes?

As tabelas 2 e 3 apresentam as somas dos dois primeiros
algarismos em médulo 10 ou em médulo 11 (respectivamente
para o ISBN actual e antigo) quando estes sdo introduzidos pela
ordem correcta (x; x;) ou pela ordem incorrecta (x, x;).

Uma andlise das tabelas permite concluir que o algoritmo
antigo detecta sempre a troca na ordem de introduciio dos dois
algarismos, mas o mesmo j& nfo acontece com o algoritmo
actual. Neste caso, sempre que a diferenca entre os dois algaris-
mos trocados é de cinco unidades, o erro nfio é detectado. Esta
conclusfo pode ser induzida a partir da tabela, mas também
pode ser deduzida matematicamente. Tal deve-se ao facto
do mdc(2, 10) ser 2 e ndo 1. Com efeito, se considerarmos a
diferenca entre as duas somas de controlo (a do ndmero com
erro e a do ntiimero correcto) veremos que esta é o dobro da
diferenga entre os dois algarismos trocados e que, portanto, ser4
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Antigo ISBN =
0 1 2 3 H 5 6 7 8 9

0 2] 4-2 6-3 8-4 | 10-5 1-6 3-7 5-8 7-9
1 1-2 5-4 7-5 9-6 0-7 c-8 Y-8 | 6-10 | B-0
2 2-4 4-5 8-7 | 10-8 1-9 3-10 | 5-0 7-1 9-2
3 3-6 5-7 7-8 0-10 | 2-0 4-1 6-2 8-3 | 10-4
Y 4-8 6-9 | 8-10 | 10-0 3~ 5-3 7-4 9-5 0-6

g 5 5-10 | 7-0 9-1 0-2 2-3 6-5 B-6 | 10-7 1-8
6 6-1 B-2 | 10-3 -4 3-5 5-6 9-8 0-9 | 2-10
7 7-3 9-Y4 0-5 2-b Y-7 6-8 8-9 1-0 3-1
8 8-5 | 10-6 1-7 3-8 5-9 | 7-10 | 9-0 0-1 y-3
9 9-7 0-8 -9 | 4-10 | 6-0 8-1 10-2 1-3 3-4

Tahela 3

um miltiplo de 10 (e consequentemente o erro ndo serd detec-
tado) sempre que a diferenca entre os dois algarismos trocados
seja 5.

Parece assim que o actual sistema ndo é tdo eficaz como o
anterior, mas a verdade é que, como destaca Buescu (2002 ), nfo
é possivel detectar todas as trocas na ordem de introdu¢io de
dois algarismos adjacentes e todas as introdugdes incorrectas de
um algarismo tendo para algarismo de controlo apenas as nove
hipéteses de 0 a 9. No entanto, esse também nfo era o objec-
tivo. A crescente divulgagio dos mecanismos de leitura 6ptica
tornou muito mais raras as situaces em que os algarismos sdo
digitados directamente e, além disso, a grande fiabilidade des-
tes instrumentos de leitura também tornou menos frequentes
determinados erros e, consequentemente, menos necessarios
determinados processos para a sua detec¢io (Picado, 20071).

Em aberto deixamos aqui as questdes relativas a base dos
algoritmos:

— Porque razio considerar os multiplos de 11, no algarismo
de controlo do antigo ISBN?

— E porqué a escolha do 3 para multiplicar por metade dos
algarismos, no algarismo de controlo do actual [SBN?

Ndmero de controlo noutras situacdes do quotidiano

Existem muitas outras situagdes com que nos deparamos regu-
larmente e em que também é usado algum tipo de nimero de
controlo (embora os algoritmos para o determinar variem). A
que mais se assemelha ao ISBN € a que podemos encontrar
quando vamos as compras, junto ao cédigo de barras de qualquer
produto. Nesta situaciio, o tltimo algarismo tem precisamente
a funcdo de detectar alguns dos possiveis enganos que podem
ocorrer quando o c6digo do artigo € inserido manualmente na
caixa registadora. Uma outra situacdo, talvez mesmo das mais
conhecidas, ocorre no bilhete de identidade. Aquele nimero
que surge isolado num quadradinho pretende ser precisamente
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um nimero de controlo. O niimero de cada nota de euro tam-
bém inclui um nidmero de controlo. O NIB da conta bancdria
engloba igualmente um sistema que pretende detectar eventuais
enganos, mas neste caso estdo envolvidos dois algarismos e nfo
apenas um. E, de uma maneira geral, sempre que nos deparamos
com situac¢des em que estdo envolvidos nimeros de vérios alga-
rismos que tornam natural a ocorréncia de erros de digitacdo, a
Matematica estd também presente, dando o seu contributo para
tentar detectar erros e assim minimizar a ocorréncia de situa-
¢des desagradiveis. Afinal ninguém quer depositar dinheiro na
conta bancéria de um desconhecido, s6 porque se enganou no
NIB, nem pagar o dobro por um produto, devido a um engano
do funcionério que nos atendeu ao digitar o cédigo do artigo. E
para minimizar situagdes como estas que todos contamos com a
Matematica escondida nos diversos niimeros de controlo.
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