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Introducio

A problemadtica dos materiais manipulativos na apren-
dizagem da matemdtica pressupde uma reflexdo mais lata
sobre os pressupostos epistemoldgicos de teorias expli-
cativas do desenvolvimento do nimero e do cdlculo e
sobre as teorias da aprendizagem delas decorrentes. No
presente artigo ndo teremos a pretencdo de o fazer exaus-
tivamente. Com efeito, de momento, apenas serd anali-
sada, de forma mais fundamentada, a concepgao
Piagetiana do nimero e algumas propostas de estimula-
¢do desta nogdo dentro do quadro da epistemologia cons-
trutivista. A escolha desta ‘posicdo deve-se ao facto de
que independentemente de algumas criticas de estudio-
sos desta problemdtica que t&ém conduzido investigacoes,
quer dentro de um quadro conceptual Piagetiano (Brai-
nerd, 1973, 1974; Siegel, 1974; Williams, 1976, entre
outros) quer afastando-se dele (Gelman e Gallistel, 1978;
Klahar e Wallace, 1973 entre outros)" todos eles, tal
como Piaget, atribuem um papel de relevo: a) a activi-
dade do sujeito na construgdo das nogdes numeéricas, b)
a ordenacdo e a cardinagdo na constru¢ao desta nocao
e ¢) a correspondéncia termo a termo na génese da nogdo
do nimero. Escolhemo-la, ainda, por, do ponto de vista
de uma intervengdo, ter dado origem a uma série de
estudos, referentes a aprendizagem do nimero elemen-
tar e do célculo, muito interessantes, alguns deles facil-
mente aplicdveis na sala de aula. Dado que um corpo
substancial de investigacGes neste dominio tem incidido
fundamentalmente sobre a crianga da pré-primdria e da
primdria, ¢ dado que nds proprias conduzimos uma
investigagdo com criangas, em insucesso escolar grave,
que se encontravam nos dois primeiros anos da primeira
fase, a temdtica que nos propomos analisar referir-se-4
4 construcdo do nimero e do célculo em criangas des-
tes dois niveis de escolaridade.

Sobre a natureza do nimero

A nogdo de niimero natural é muito complexa tendo
vérios autores, partindo de hipéteses diferentes, proposto
diversas teorias explicativas da sua construcao.

Algumas questdes, que os investigadores que se debru-
cam sobre a natureza e a génese desta nogdo se colo-
cam, foram sintetizadas por Piaget no livro «Introducéo
a Epistemologia Genética» no capitulo referente a «O
pensamento matemadtico» (Piaget, 1949). Depois de afir-
mar que a significacdo epistemolégica do nimero deu
lugar as mais diversas e contraditérias hipdteses este
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autor interroga: a) se a proposi¢do 1+1=2 ¢ uma ver-
dade, uma convengdo ou um enunciado tautolégico; b)
se tal relacdo € fruto de experiéncias e de quais; c) se
¢ construida a priori ou objecto de uma intuigdo ime-
diata e de que tipo e, por fim, d) se o nimero é uma
nocdo primeira ou uma sintese de operagdes simples-
mente l6gicas (Piaget, 1949).

Algumas das questdes que Piaget coloca haviam sido
objecto de andlise por parte de estudiosos desta matéria
tendo dado origem a duas posicdes epistemoldgicas anta-
goénicas:

1) A posicdo intuicionista (Brouwer), que negando a
componente logica no nimero, apela para a intui-
¢do como mecanismo explicativo da sua origem.
Tal intuigdo seria fruto da intui¢do temporal que
os sujeitos tém da sua existéncia.

2) A posicao logicista (Russel), que ao defender que
légica e matemadtica sdo disciplinas de natureza
idéntica, reduz o mimero a conceitos simplesmente
l6gicos.

A resposta que Piaget dd as questdes levantadas
colocam-no numa posi¢cdo que supera o reducionismo
implicito nas duas posi¢des citadas. Para este autor estru-
turalista, o ndmero seria soliddrio de uma estrutura de
conjunto que se elabora gracas a sintese, num sistema
unico, de duas estruturas mais simples, a saber: a inclu-
sdo de classes e a seriacdo ou relagdes de ordem.

A perspectiva de Piaget quanto a natureza do nimero

Os estudos efectuados por Piaget e seus colaborado-
res quanto a génese do nimero, assim como os estudos
efectuados quanto a génese de outras nogdes tiveram por
objectivo dar resposta a grande questdo colocada por este
autor, de ordem essencialmente epistemoldgica, sobre
a natureza ¢ a formacdo do conhecimento.

A resposta que encontra, baseando-se nos resultados
dos estudos empiricos efectuados em diversos dominios
do conhecimento, é de natureza construtivista.

A hipétese fundamental do construtivismo Piagetiano
é que nenhum conhecimento humano, excepto as for-
mas hereditdrias muito elementares, existe préformado
no sujeito. O conhecimento é produto duma relacao de
interdependéncia entre o sujeito que Conhece e o objecto
a ser conhecido. O objecto €, nesta perspectiva, um
estado limite de que o sujeito se tenta apropriar, por
aproximacdes sucessivas, sem dele nunca atingir um
conhecimento completo. A objectividade € o produto de
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uma construcdo e de sucessivas descentracdes do sujeito
que conhece. Esta construcdo faz-se em duas grandes
direcgdes, que t€ém entre si um conjunto de conhecimen-
tos intermédios:

1 — A construgao das formas do conhecimento (as
estruturas ldégico-matemadticas), por abstrac¢@o
reflexiva®.

2 — A construg@o do conhecimento das propriedades
dos objectos e das relagdes espacio-temporais e
causais, por abstracgdo empirica®.

A distingdo efectuada por Piaget entre conhecimento
fisico e conhecimento l6gico-matemadtico € ndo sé epis-
temologicamente fecunda como tem grande valor heu-
ristico.

O conhecimento fisico € o conhecimento dos objec-
tos da realidade externa. Por exemplo, a cor € uma pro-
priedade fisica dos objectos que pode ser conhecida pela
observagdo (objecto vermelho, objecto azul, etc.).

No entanto se nos apresentarem dois objectos, um azul
e o outro amarelo, a diferenga que notamos na cor é
um conhecimento 16gico-matemadtico. A diferenca de cor,
embora pressupondo a observagdo da cor de cada objecto
de per si, é j4 uma relagdo, criada mentalmente pelo
sujeito, que relaciona os dois objectos.

O conhecimento 16gico-matemadtico € construido pelo
sujeito através de sucessivas coordenagGes de relagoes
(a fonte do conhecimento 16gico-matemadtico € interna).
As criangas progridem na construgdo do conhecimento
l6gico-matematico através da coordenagdo das relagoes
mais simples que efectuaram entre os objectos. «Por
exemplo ao coordenar as relacdes de igual, diferente e
mais, a crianga torna-se apta a deduzir que hd mais con-
tas no mundo do que contas vermelhas e que hd mais
animais do que vacas. Da mesma forma, é coordenando
a relagdo entre «dois» e «dois» que ela deduz que 2+2=4
e que 2X2=4» diz a este respeito Kamii (1984, p.15).

Segundo esta autora, a posi¢do de Piaget quanto a
natureza logico-matematica do nimero estd em flagrante
contraste com a concepgao de matemdtica da maior parte
dos manuais. D4 como exemplo um texto de Duncan
e Al. (1972) em que ¢é afirmado que o mimero «¢ uma
propriedade dos conjuntos, da mesma maneira que ideias
como cor, tamanho e forma se referem a propriedades
dos objectos» (p. 30, citado por Kamii, 1984, p. 16).
Nesta perspectiva o nimero seria aprendido da mesma
maneira que a cor, tamanho, forma, etc., isto é, atra-
vés da abstrac¢do simples ou empirica. Para Piaget, ¢
as investigacdes efectuadas na escola de Genéve no
ambito da aprendizagem de nogdes lgicas comprovam-
-no, o numero ¢ aprendido através da abstrac¢do refle-
xiva. Se para a aprendizagem de pequenos nimeros (até
5, por exemplo) a distingdo entre estes dois tipos de abs-
traccio™® pode ndo ser muito evidente para o professor,
quando se trata de aprendizagem de nimeros maiores,
como por exemplo, mil, um milhdo. etc., ela torna-se
absolutamente necessaria.

Serd possivel aprender estes grandes nimeros, que
conduzem ao infinito, através da abstrac¢do empirica,
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a partir da contagem de objectos, ou de conjuntos?

Para a Escola de Genéve s6 as relacdes que a crianga,
progressivamente, constréi, por abstracgdo reflexiva,
explicam a compreensdo que passa a ter, por exemplo,
de mimeros como 5.000.010, mesmo que nunca os tenha
visto ou contado num conjunto.

Como se pode ver, a concepgio de niimero de Piaget
€ contrdria a concepc¢do que defende que os conceitos
numeéricos podem ser ensinados por transmissdo social.
Embora ndo discordando que se pode ensinar a crianca
a dar uma resposta correcta para a soma de 2+2, por
exemplo, este autor pde em questdo que seja possivel
ensinar-lhes as relagdes subjacentes a esta adigdo.®

A génese do mimero

O mimero, para Piaget e Szeminska (1941), é, tal
como foi dito, uma sintese, num sistema tinico, de duas
estruturas mais simples: a seriacdo ou relagdes de ordem
e a inclusdo hierdrquica de classes. E pela coordenagio
da accdo de reunir e de ordenar mentalmente os objec-
tos que o nimero se constitui.

Ordenar os objectos é uma acgdo fundamental para
a construgio do ndmero. E esta operagdo, de que a
crianca muito jovem ndo tem necessidade 16gica, que
nos dd a certeza, por exemplo, que contdmos todos os
objectos e de que ao contar ndo repetimos, nem salta-
mos nenhum. No entanto, de per si, esta operagdo nio
permite quantificar os objectos. Para quantificar os
objectos a crianga tem que colocd-los numa relagio de
inclusdo hierarquica, isto €, tem que incluir mentalmente
o um no dois, o dois no trés e assim sucessivamente.
Quando damos a crianga seis objectos ela s6 consegue
quantificar o conjunto numericamente se coordenar a
accao de os por em ordem, com a ac¢do de os incluir
hierarquicamente.

A constru¢io das nocdes de seriacdo e de quantifica-
¢do de inclusdo de classes faz-se no interior do periodo
operatdrio concreto, por volta dos 7-9 anos de idade.
E nessa altura que a crianga se torna capaz de seriar
do mais pequeno para o maior, 8 ou 10 pauzinhos de
dimensdes diferentes, compreendendo que cada elemento
¢, simultaneamente, o maior de todos os que o prece-
dem e o menor de todos os que se Ihe seguem. E nesta
altura que a crianca é capaz de compreender que a classe
incluinte B (por ex. as flores) é mais numerosa do que
a subclasse incluida A (por ex. as rosas). Quer a opera-
cdo de seriagdo, quer a operagdo de inclusdo de classes
pressupoem a mobilidade do pensamento da crianga, que
se torna progressivamente reversivel. A reversibilidade
capacita-a a realizar mentalmente ac¢des ou operagdes
simultaneamente opostas (por exemplo dividir o todo em
vérias partes e, mentalmente, reuni-las no todo, conser-
vando a identidade quantitativa invariante).

Piaget e Szeminska (1941) estudaram a génese da con-
servacao do mimero elementar analisando o comporta-
mento das criancas quando confrontadas a realizar a
prova de conservacdo da equivaléncia de 2 conjuntos,
com transformacio figural de um deles por deslocamento
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dos seus elementos.

A prova de conservagdo do nimero elementar con-
siste em pedir a crianga, num primeiro momento, para
colocar o mesmo nimero de objectos que os dispostos
pelo experimentador.
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Em seguida, o experimentador afasta os objectos de
uma das séries e pergunta a crianga, pedindo-lhe uma
justificagdo, se hd tantas, o mesmo nimero, a mesma
quantidade de objectos nas duas séries.
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As respostas encontradas por Piaget ¢ Szeminska
(1941) e, ulteriormente, por Gréco (1962), permitiram
identificar 4 niveis de desenvolvimento:

1 — Num primeiro nivel, a crianga constréi uma série
com o mesmo comprimento do que a série
modelo, mas sem correspondéncia termo a
termo.

0

Ex. (i (e sl el
0000000000000

2 — Num segundo nivel (por volta dos 4-5 anos), a
crianca consegue uma correspondéncia dptica
exacta, mas quando se afastam um pouco os ele-
mentos de uma das séries, pensa que a série mais
comprida tem um nimero superior.

3 — Num terceiro nivel, na mesma situagio, a crianga
pensa que o ndmero se conserva mas que a quan-
tidade aumenta (conservacdo da quotidade mas
nao da quantidade).

Ex. Quando o experimentador pede a crianca
para contar os objectos de uma série e para adi-
vinhar o niimero de objectos da outra série esta
diz, por exemplo, que hd 7. No entanto se o
experimentador, em seguida, lhe pergunta se hd
tantos, ou se alguém tem mais objectos, neste
estddio, a crianga responde «hd 7 para ti e 7 para
mim, mas tu (referindo-se a série do experimen-
tador em que os elementos estdo afastados) tens
mais.»

4 — Num quarto nivel (por volta dos 6-7 anos), a
crianca conserva a quotidade e a quantidade.®
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A aprendizagem do nimero

Da teoria de Piaget ndo se podem tirar implicagdes
imediatas quanto a aprendizagem do nimero. Tal como
dissemos, os estudos deste autor tiveram por objectivo
essencial contribuir para a clarificagdo da problemdtica
da construcao do conhecimento. As investigacdes efec-
tuadas pela Escola de Genéve foram raramente condu-
zidas num contexto de sala de aula, e as que o foram
ndo tiveram como objectivo imediato a extrac¢do de
implicagdes didacticas. Os investigadores desta Escola
defendem, no entanto, que, sem subestimar a importin-
cia do ensinar a ler, escrever e contar os nimeros, 0s
professores deveriam insistir no desenvolvimento da
estrutura mental do nimero. Se as criangas ndao a cons-
truirem, aprenderdo a contar, ler e escrever nimeros
memorizando, sem os compreender.

Na década de 50 e, ulteriormente na década de 70,
surgiu um corpo de investigagcdes com o objectivo de
analisar, entre outros aspectos, o problema da aprendi-
zagem das estruturas légico-matematicas.

As questdes que os investigadores do Centro de Epis-
temologia Genética, nos trabalhos efectuados nos anos
50 (ver Piaget, 1959), se colocaram eram essencialmente
as seguintes: € possivel a aprendizagem das estruturas
l6gicas utilizando como reforco externo a constatagdo
dos factos? Por outras palavras, sera possivel uma apren-
dizagem do conhecimento que seja independente da
logica do sujeito? Ou pelo contrdrio toda e qualquer
aprendizagem pressupde uma tal 16gica?

Os resultados de vdrias investigagGes mostraram que
€ impossivel aprender as formas légicas através de cons-
tatacoes de natureza empirica, isto €, através da consta-
tacdo dos factos. Nesta altura comeca-se a falar em
exercicios operatdrios e na nogdo de conflito, atribuindo-
-se a equilibragdo um papel primordial na génese do
conhecimento.

Nos anos 70, Inhelder, Sinclair e Bovet (1974) reto-
mam a problemadtica da aprendizagem das nog¢des 16gi-
cas, num contexto mais psicoldgico do que epistemold-
gico. Elaboram uma série de situacdes de aprendizagem
de vdrias nogoes. Essas situagdes colocaram as crian-
¢as em situacdo de confronto cognitivo, que, segundo
a teoria Piagetiana, é gerador de progressos cognitivos.
«Procurdmos evitar que a situac@o experimental suscite
em si propria respostas correctas, o que iria contra o
principio da necessidade de uma actividade construtiva
por parte da crianga» (op. cit., p. 46). Os exercicios cria-
dos por estas autoras, utilizando materiais muito sim-
ples (frutos de pldstico, f6sforos, etc.) conseguiram, em
determinadas criangas, mobilizar os seus esquemas men-
tais, tendo algumas delas adquirido as estruturas légico-
-matemdticas préprias do periodo operatdrio concreto.

Num trabalho efectuado em Portugal (Marchand,
1983, 1986) junto de criangas, da Escola Primdria, pro-
venientes de meios scio-culturais muito desfavorecidos,
em insucesso escolar grave (2 a 3 anos de repeténcia),
verificdmos um atraso na ordem dos 2-3 anos, quanto
a aquisicdo das estruturas 16gico-matematicas subjacen-
tes a4 nog¢do do nimero elementar. Com o objectivo de
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acelerar o seu ritmo de desenvolvimento constituimos
uma série de exercicios de aprendizagem do mimero ele-
mentar, agrupados em 3 sessdes, de aproximadamente
30 minutos cada. Estas sessoes foram efectuadas indi-
vidualmente (embora seja possivel efectuar estes exer-
cicios na sala de aula, em pequenos grupos de 2 ou 3
criancas). No presente artigo serdo apenas descritos dois
exercicios utilizados nesse trabalho.

Exercicio 1.

Objectivo — Este exercicio” teve por objectivo a
estimulacao dos esquemas de correspondéncia termo a
termo e dos esquemas de numeragdo (quotidade) em
colecgdes equivalentes.

Material — Arvores, casas, pequenos animais em
plastico, fichas vermelhas, azuis, amarelas, etc.

O experimentador e a crianca dispdem iterativamente
(«um para mim», «um para ti») os elementos em dispo-
si¢coes espaciais diferentes.

Ex.

0.0
0000000 0,0,0
0°0

De seguida o experimentador coloca uma questao res-
peitante a igualdade numérica dos dois conjuntos «H4
tantas, a mesma quantidade de casas e de arvores? Como
€ que sabes?» Se a crianga manifesta dificuldades ou d4
respostas em funcao da configurag@o espacial o experi-
mentador insiste sobre o modo de composicao: «Lem-
bras-te como fizemos?» e ajuda-a a recapitular, se tal
se tornar necessario. Depois coloca uma questdo quanto
a correspondéncia entre os elementos das duas colec-
coes: «Se se quiser colocar uma drvore junto de cada
casa, hd drvores suficientes, ou muitas drvores ou so
algumas?»

Em seguida a crianca € convidada a antecipar o
nimero de elementos da outra colec¢do, sem os contar:
«Conta as tuas drvores. Podes adivinhar quantas casas
tenho?» Apds estas questdes procede-se a uma verifica-
¢do efectuando-se uma relacdo espacial (uma drvore
junto de cada casa).

Uma grande variedade de exercicios pode ser efec-
tuada segundo este esquema, com materiais diferentes
e variados, quer com quantidades discretas equivalen-
tes numericamente, quer ndo equivalentes.®

Exercicio 2
Objectivo — Este exercicio teve por objectivo esti-

mular os esquemas de adigdo e de subtraccdo de ele-
mentos.
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O experimentador pede a crianga para adicionar o
mesmo nimero e elementos (por ex. 6) a duas colec-
¢oes equivalentes, sem efectuar a correspondéncia biu-
nivoca — separando-os numa das colecgoes e juntando-os
na outra.

Ex:

000000000000000
000000000 0 0 0 0 0 0

Em seguida coloca-lhe uma questdo referente a igual-
dade numérica e a identidade quantitativa das 2 colec-
¢oes. Se a crianca manifesta dificuldades em fungido da
configuragdo espacial, o experimentador insiste sobre o
modo de composi¢do e ajuda-a a recapitular o modo de
construcdo das duas séries. Por fim procede a uma veri-
ficagdo por correspondéncia termo a termo.

Ou ainda, o experimentador pede a crianga para reti-
rar o mesmo nimero de elementos (por ex: 3) de 2
colec¢cdes numericamente equivalentes, de modo a des-
truir a correspondéncia Gptica.

Ex:
s
0 0

Em seguida coloca as mesmas questdes e procede da
mesma maneira que para o -exercicio precedente.

Apés vdrias sessoes em que utilizdmos este tipo de
exercicios a totalidade das criangas que ndo possuia a
noc¢ao de nimero elementar, adquiriu-a.

Numa perspectiva um pouco diferente mas que con-
sideramos nao sé muito interessante como, também,
facilmente operacionalizdvel na sala de aula, Kamii
(1984) propde alguns principios de ensino do nimero.
Partindo do pressuposto que o nimero ndo € directa-
mente ensindvel e que o termo «ensinar» se refere a um
ensino indirecto, no sentido em que o meio ambiente
pode proporcionar muitas coisas que, indirectamente,
facilitam o desenvolvimento do conhecimento 16gico-
-matemadtico, esta autora propoe (op. cit., p. 42) que o
professor estimule a crianga:

1 — A criar todos os tipos de relagoes entre objec-
tos, acontecimentos, accdes. .

2 — A quantificar objectos — encorajando-as: a) a
pensar sobre o nimero e quantidades de objec-
tos, quando estes t€m, para ela, significado; b)
a quantificar logicamente os objectos € a com-
parar conjuntos; c) a fazer conjuntos com objec-
tos moveis.
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3 — A interagir socialmente com os colegas e com
os professores: a) encorajando-a a trocar ideias
com os seus colegas; b) intervindo de acordo
com O que a crianga estd a pensar.

Para esta autora a observacao do comportamento da
crianca pelo professor € primordial. S6 esta lhe permi-
tird intervir de modo adequado e de acordo com o nivel
de dificuldade que esta manifesta.

Propde, para a prossecugao destes objectivos, que os
professores (e mais genericamente os educadores) utili-
zem situagdes do dia-a-dia, tais como: pdr a mesa para
as refeicoes; distribuir materiais na sala de aula; distri-
buir alimentos pelos colegas (todas estas actividades pro-
porcionam a estimulacdo da correspondéncia termo a
termo, a contagem, a comparacdo de conjuntos, as inte-
rac¢des sociais, a criacdo de relacdes entre objectos).
Propde, ainda, a utilizacdo de jogos em grupo (jogos
com alvos, corridas e jogos de pegar, jogos de tabu-
leiro e, sobretudo, jogos de baralho). Para Kamii, estes
jogos ndo sé constituem um contexto excelente para a
activag¢ao do pensamento em geral, como também soli-
citam de forma mais directa a comparacdo de quanti-
dades.

Em termos de conclusao

Dentro de um quadro Piagetiano o professor deve esti-
mular a criacdo de todos os tipos de relacao entre objec-
tos e acontecimentos. Ao fazé-lo estd a proporcionar,
a crianca, momentos de abstraccdo reflexiva que, tal
como foi dito, constitui a dimensdo mais original e fun-
damental da teoria do nimero equacionada por este
autor.

Notas

(1) Para uma revisdo desta problematica ver Morgado, 1989.

(2) A abstraccdo reflexiva obtém as suas informacdes da
coordenacdo das relagdes que o sujeito efectua sobre o objecto.

(3) A abstrac¢do empirica obtém as suas informagdes dos
objectos.

(4) E importante salientar que embora distinga abstraccio
reflexiva de abstrac¢do empirica Piaget defende que uma ndo
pode existir sem a outra. Com efeito, segundo este autor a
prépria leitura dos observdveis pressupde um sistema de refe-
réncias l6gico-matemdtico. Por exemplo para que a crianga
compreenda que um carro é vermelho necessita de possuir um
sistema classificatorio para distinguir vermelho das outras
cores. Precisa, ainda, de possuir um esquema classificatério
para diferenciar o carro dos outros objectos que conhece. Esta
perspectiva opde-se a interpretagao do desenvolvimento como
simples leitura do exterior e, deste modo, as teorias de apren-
dizagem que dela derivam — a teoria associacionista ou de
condicionamento.

(5) Esta concepg¢do ndo deixa de ter implicagdes, como tere-
mos ocasido de ver, ao nivel dos exercicios de aprendizagem.

(6) E, no entanto, importante salientar que a construgcdo do
ndmero se processa gradualmente. A crianca comega por con-

Educagdo e Matemadtica N.° 13

servar 7 elementos, depois de 8 a 15 elementos, depois de 15
a 30. E assim sucessivamente.

(7) Este exercicio segue de perto a metodologia utilizada por
Inhelder, Sinclair e Bovet, 1974.

(8) Para mais detalhes ver Marchand, 1983.
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