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A construc@o do conhecimento fisico e do conhecimento
matemafico '

Independentemente de questdes de notaggio e das diferencas
no modo como os fisicos e matemdticos olham para as situa-
¢Bes, houve sempre uma interpenetragdo clara entre a fisica
e a matemdtica que gerou a evolugio destes dois dominios
do conhecimento humano. Embora os bidlogos tenham ja
demonstrado que n3o existe uma correspondéncia passo a
passo entre o desenvolvimento da espécie (filogenia) e o de-
senvolvimento do individuo (ontogenia), sabe-se que existe
uma relaciio clara entre a forma como um individuo se de-
senvolve e a forma como a espécie se desenvolveu. Também
se sabe que, como foi primeiramente vislumbrado por Jean
Piaget (1929, 1963), o desenvolvimento intelectual estd
claramente relacionado com a evolugio biolégica do indi-
viduo (Sprinthall e Sprinthall, 1993). O desenvolvimento
intelectual é necessariamente lento e essencialmente quali-
tativo: a evolucdio da inteligéncia envolve o gradual apare-
cimento de diferentes fases, distinguidas pela construgio de
esquemas conceptuais qualitativamente diferentes. Embo-
ra Piaget compreenda a existéncia de processos dependen-
tes do individuo, nas fases de desenvolvimento cognitivo,
ndo considera essas diferencas individuais nem o mundo das
emocdes. Néo estava interessado em diferengas individuais,
uma vez que o seu interesse era claramente epistemoldgi-
co. Para muitos, esta é a maior falha da sua teoria (Lawson,
1991) e um aspecto que ndo pode ser descurado por nenhum
professor.

Respeitando as diferengas de desenvolvimento indivi-
duais, a aprendizagem da matemética e da fisica deve assen-
tar numa progressdo semelhante & que foi realizada no de-
senvolvimento destes dominios do saber.

E desenvolverani-seé sempre a par. A fisica suporta-se na
matemdtica e a matematica encontra o sentido da sua exis-
téncia na andlise fisica de fenémenos e processos, seja atra-
vés da elegancia dos métodos analiticos, seja pelo poder dos
métodos de modelacio numérica.

As primeiras operacdes mateméticas desenvolveram-se
no sentido de acelerar o modo de contabilizar ganhos e per-
das ou de contabilizar a quantidade de unidades numa dada
quantidade de conjuntos de igual dimensdo. Depois foi ne-
cessdrio aprender a medir dreas e volumes. E as situagdes fo-
ram crescendo em complexidade. O mesmo deve acontecer
com a aprendizagem dos alunos. Reparem que néo falo em
ensino. N&o é possfvel construir um prédio sem alicerces,
do mesmo modo que ndo seria possivel a Euler criar a sua
matematica no século VI a.C.. De igual modo, um profes-
sor pode convencer-se que se ensinar bem célculo tensorial
a alunos eles aprenderfio, mas tal s6 acontecerd se as funda-
cBes necessarias estiverem todas presentes na estrutura cog-
nitiva dos alunos, ou seja, quando eles estiverem preparados
para aprender. :

Obviamente que, tendo que conseguir a aprendizagem,
em 12 anos, por parte dos alunos, da matemética e da fisi-
ca fundamentais para poder possuir um pensamento fisico
e matemdtico, ndo se poderd deixar que os alunos tenham

]

que tropecar na necessidade de aprender, pois demorou ao
homem actual cerca de 10000 anos para chegar ao presente
estado do conhecimento por esta via. De igual modo, é ne-
cessério proceder a alguns saltos, néo perdendo tempo nos
erros de percurso cometidos pela espécie humana, como,
por exemplo, no desenvolvimento do modelo geocéntrico,
sem, no entanto, deixar de os apresentar sumariamente aos
alunos.

E necessdrio comecar pelas fundagBes e construir. E é
preciso confrontar os alunos com problemas concretos que
«forcem» a sua aprendizagem. A qualidade das aprendiza-
gens serd tanto maior quanto mais motivados estiverem os
alunos, por sentirem que os contetidos a ser estudados estdo
relacionados com a sua vivéncia pessoal.

Para muitos investigadores em educagfio (Gowin, 1981,
Moreira e Buchweitz, 1993, Novak e Gowin, 1999, Mint-
zes et al., 2000, etc.), uma boa aprendizagem exige a parti-
cipacio activa dos alunos, a fim de construir o seu préprio
conhecimento. Na verdade, como o estudante, ainda que
muito influenciado por factores sociais (Vygotsky, 1998), é
o resultado da sua prépria aprendizagem, esta constitui um
processo individual e profundamente ligado a idiossincrasia
do individuo (Gowin, 1981, p. 124 e 125), pelo que é neces-
sdria a sua participagdo activa em todos os processos (Papert
e Harel, 1991).

Acredita-se actualmente que uma boa aprendizagem
exige igualmente a criagio de um ambiente de aprendiza-
gem no qual os alunos interagem com objectos e ideias e
negoceiam significados entre si e com os professores, para
o que alguns autores chamam um ambiente construtivis-
ta da aprendizagem (Cunningham, Duffy e Knuth, 1993,
Jonassen, 1994, Savery & Duffy, 1996, Gongalves, 2004).
Ao professor caberd um papel de facilitador da dinamica de
aprendizagem do aluno, o inverso do que acontecia na peda-
gogia passiva tradicional em que o professor era visto como
um veiculo de transmissdo de conhecimentos. A aprendi-
zagem devers surgir da necessidade, mas essa necessidade
tem que ser incentivada usando exemplos motivadores do
quotidiano.

0 curriculo dos alunos e a concertacdo dos programas

No curriculo dos alunos, a coordenacio dos contetddos de
matematica e de fisica estd, no essencial, bem conseguida,
embora a concretizacio da sua leccionagfio nem sempre seja
conseguida.

Os alunos iniciam formalmente a aprendizagem da fisi-
ca no 7° ano de escolaridade embora de um modo informal
esse Processo comece muito antes. Na altura em que ini-
ciam a sua aprendizagem formal, existem alguns pré-requi-
sitos matemdticos de base que sdo fundamentais, como as
operacdes ‘com poténcias de base 10, o trabalho com equa-
odes do primeiro grau, o trabalho com equagdes literais 0s
conceitos de proporcionalidade directa e inversa.

Até ao final do 3° ciclo do ensino bésico, tornam-se ne-
cessarios conhecimentos sobre equagtes da recta, de propor-
cionalidade quadratica e anlise grafica de rectas. Pode-se
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dizer que até este nivel de ensino, sempre que os contetidos
matemadticos que constituem pré-requisitos para o ensino da
fisica, foram sempre leccionados previamente, tal como no
inicio do ensino secunddrio.

No ensino secunddrio, a utilizacio da trigonometria e
das propriedades dos tridngulos rectangulos encontra-se
quase omnipresente no ensino da fisica, tendo aplicactes
frequentes nas definicBes paramétricas de vectores que tém
mais do que uma dimenso espacial. Muitas vezes, porque
um ou dois dos componentes de um vector néio possui qual-
quer contribui¢fio para a andlise de um sistema e das alte-
ragBes por ele sofridas, basta aos fisicos, trabalhar com a
componente do sistema ma dimensdo referida. Outras ve-
zes, possuindo-se apenas a medida do vector e a sua orien-
tagdo relativamente a um dos eixos do referencial (ou siste-
ma de eixos de referéncia) é necessirio obter a sua descrigiio
cartesiana.

E frequente a utilizacfio da decomposiciio do vector nos
seus componentes, em particular, quando se pretende obter

uma resultante da accio simultinea de vérios componentes

da mesma grandeza, como ocorre, por exemplo, no caso do
calculo das resultantes forgas que actuam sobre um corpo (a
soma vectorial). Para qualquer um vector forca, F, de medi-
da F'que descreva, no plano zy, um angulo «, relativamente
ao eixo dos 2z, pode escrever-se o vector forga em funcio
dos seus componentes como sendo

F = F.cos(a).i+ F. sin(a).j(N) 3)

A utilizagio do circulo trigonométrico tem as mais diversas
aplicagdes, em particular na andlise de fenémenos periédi-
cos oscilatérios, seja nos cursos cientifico-humanisticos, seja
nos cursos profissionais. Na realidade, muitos fenémenos
periédicos estudados pela fisica podem ser definidos como
funges sinusoidais do tempo. No entanto, os maximo e mi-
nimo das equagdes fisicas sdo definidas pela amplitude da
grandeza em estudo e nfio com +1 e —1, respectivamente,
como sai das fungdes seno e co-seno. Por exemplo, quando
se analisa a variagio da corrente alternada num determi-
nado ponto de um circuito eléctrico em funcio do tempo
(uma fungiio sinusoidal), a fase ¢ da corrente é definida em
fungdo do angulo num circulo andlogo ao trigonométrico de
raio igual ao valor da intensidade mdxima, max, onde pode
ser projectado o valor da intensidade de corrente, I. Esse
circulo recebe o nome de diagrama fasorial da corrente al-
ternada (Albuquerque, 2007).

A fungio que define a intensidade da corrente em cada
instante vem, assim, \

I(t) = I max.sin(p) = I max.sin(pg + wt)(4)  (4)

sendo ¢y a fase inicial e w = 27/ P, em que P ¢ o periodo,
ou seja, o intervalo de tempo entre dois instantes sucessivos
em que a onda se encontra na mesma fase .

Existem muitos exemplos de fenémenos leccionados no
ensino secundario que podem ser analisados da perspectiva
da sua periodicidade, como no caso anterior, nomeadamen-
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Figura 1. Representacdo da intensidade de corrente de uma corrente alternada em

fungdo do rempo vendo-se a projeccdo no diagrama fasorial.

te osciladores harménicos movimentando-se em movimen-
to harménico simples, o préprio movimento circular em
torno de um circulo de raio R, em que o vector posicio, 7,
em cada instante pode ser definido (considerando a origem
dos angulos 6; no eixo dos zz) como

-

7= R.cos(fp + wt).i + R.sin(0p +wt).j(m)  (5)

O céleulo diferencial usando derivadas ¢ necessério apenas
na Fisica do 12° Ano, pelo que a leccionaciio do conceito
de derivada pela definicio e de algumas regras de deriva-
¢do no 11° Ano de Matemdtica se encontra perfeitamente
adequado. Existem, no entanto, algumas escolas onde a lec-
cionagdo desse contetido ¢ deixada para o 12° Ano, o que
cria, aos professores de fisica que leccionam a disciplina nes-
se ano, o constrangimento adicional de ter que ensinar as
derivadas na disciplina de Fisica. Felizmente essas situagtes
sd0 a excepgdo e ndo a regra.

No final do ensino secunddrio, para a definicsio de gran-
dezas envolvidas nos principais principios de conservacio, é
necessdrio também recorrer a operacdes vectoriais.

Por exemplo, segundo o principio de conservacio da
energia, uma das formas de alterar a energia de um sistema
€ através da realizagfio de trabalho (por ele ou sobre ele). O
trabalho ¢ a medida da energia transferida para/de um siste-
ma quando uma forca actua sobre ele, enquanto ele se des-
loca, sendo a soma da energia fornecida/retirada pela com-
ponente da for¢a que actua na direcciio do deslocamento em
cada instante e que se calcula através da equacio 6 (Serway
et al., 2004; Tipler, 2004), onde se encontra patente o pro-
duto interno (produto escalar) de vectores

W:/ﬁd§ (6)

Embora, no ensino secunddrio, se utilizem normalmente
apenas movimentos de corpos actuados por forcas constan-
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tes e deslocamentos na mesma direc¢iio (A7) que permitem
a simplificagiio da expressdq para ‘

W =F.A7=||F| - |A7] - cos o (7)

em que a é o angulo entre a forga e o deslocamento, no 12°
Ano de Fisica é j4 comum os docentes utilizarem o conceito
de produto escalar com os alunos. Normalmente, nessa altu-
ra os alunos possuem jd o conhecimento matemdtico neces-
sario para a realizagiio deste tipo de operagdes.

Também o produto externo (produto vectorial) de vec-
tores ¢ utilizado, em fisica, na definiciio de diversas grande-
zas; No entanto, neste caso, o conceito ndo € leccionado no
ensino secundério na disciplina de Matematica.

Embora, num esforco de concertagdo entre os autores
dos programas, a utilizagio de grandezas associadas a dina-
mica de rotacfio tenha saido dos programas do ensino secun-
dario, o produto externo de vectores continua a ser utilizado
na definiciio da for¢a magnética que actua uma carga num
campo magnético que é dada (Serway et al., 2004; Tipler,
2004) por '

—

F,=q-7xB (8)

A necessidade de utilizacio do produto externo é muitas ve-
zes minimizada no ensino Fisica, através da selecgfio de situa-
¢Bes em que os exercicios possam ser resolvidos apenas utili-
zando a intensidade do vector forga magnética

[Pl = ¢ - |17 x | B]| - sinex 9)

definindo-se, depois o sentido do vector pela regra da mao
direita, pela regra do parafuso ou pela regra do saca-rolhas.
No entanto, esta ndo ¢ a forma mais adequada de resolver o
problema, havendo muitos professores de fisica que optam
por ensinar o produto vectorial de vectores, jd que este topi-
co ndo ¢é leccionado, no ensino secundrio, na disciplina de
matemética. Esta é uma situacfio que deveria ser corrigida
na elaboraciio dos programas.

Apesar de nos actuais curriculos parecer ter havido uma
maior tentativa de concertaciio entre os autores dos progra-
mas de matemadtica e de fisica, existem ainda algumas ques-
tdes por resolver no que diz respeito aos currfculos.

Mas também a concertaciio entre docentes dos dois gru-
pos disciplinares deveria estar mais presente na pratica da
didéctica das duas disciplinas, conjugando os contetidos das
duas disciplinas para a utilizagio nos problemas colocados
aos alunos. O facto de trabalharem os contetidos em ambas
as disciplinas, mantendo a visdo fisica na matemdtica e a vi-
sdo matematica na fisica, decerto contribuiria (e afirmo por
experiéncia prépria que contribui) para produzir aprendiza-
gens mais significativas, pois.em cada disciplina estar-se-ia a
valorizar aquilo que o aluno sabe da outra. Citando Ausubel
(1968): «O factor mais importante que influencia a apren-
dizagem do aluno € o que ele sabe. Averigem aquilo que ele
sabe e ensinem em conformidade.»

v

A preocupacio de concertar esforgos deve ser aliada a
uma preocupagiio em levar os alunos a resolver problemas
em que as duas disciplinas estejam envolvidas. No final, isto
contribuiria para que os alunos estivessem constantemen-
te imersos nos processos de pensamento que definem es-
tas duas 4reas do conhecimento e como diria Geary (1995,
p. 33 apud Mathews, 1997, p. 9) «Se quiser que alguém que
saiba alguma coisa, ensine-lhe ... se quiser alguém que saiba
alguma coisa e mantenha um conhecimento por um longo
periodo de tempo, entdo deixe-a praticar».

Uma vez que € ao aluno que cabe aprender, e ¢ ele que
deve ser o foco do ensino, ao professor cabe a tarefa de apre-
sentar situagdes problemdticas concretas que impliquem a
descoberta dos conceitos e o ajudar a atalhar, cabendo-lhe
ainda a dificil (para no dizer quase impossivel) tarefa de
«corrigir» concepcdes «erradas», que o estudante cria du-
rante as suas interpretagdes ao longo da aprendizagem, pois
«0 conhecimento é adquirido, ndo por internalizagio de
algo exterior, mas, pelo contrario, é algo construido a par-
tir de dentro» (Osborne e Freiberg, 1985, p.82, apud Ma-
thews, 1997, p. 9). Neste tipo de ensino, o aluno tem res-
ponsabilidade pelo que ¢ ensinado e pelo que ¢ aprendido,
tendo que ser claro o compromisso com o desenvolvimento
psicolégico individual dos alunos, apesar da importancia do
desenvolvimento potencial numa perspectiva vygotskiana.
Os alunos terdo de ser motivados a descobrir por si préprios
(Martin, Sexton, Wagner e Gerlovich, citado por Toh et dl.,
2003, p. 197). De uma perspectiva psicolégica, € preciso pa-
rar de olhar para a mente do aluno como um vazio que deve
ser preenchido pelo professor. Em vez disso, é necessério va-
lorizar as suas concepcdes e trabalhar sobre elas. A apren-
dizagem do aluno, bem como os contetddos indirectos que
utiliza na aprendizagem tém um papel crucial na construggo
dos seus conhecimentos.

A necessidade de normalizac@o no ensino das duas disciplinas

Até ao século XVI, os homens de saber eram filésofos na
verdadeira acepcio da palavra, ou seja eram individuos que
tocavam todos os dominios do saber e que quando tinham
uma problema fisico para resolver, que requeria uma nova
matemdtica, parte do seu trabalho de investigagdo passava
precisamente por obter as regras matemdticas que lhes per-
mitissem simplificar os seus calculos. A partir do século XVI
comecaram a surgir investigadores que cada vez mais assu-
miam interesses meramente fisicos ou sobretudo mateméti-
cos e que, por auséncia de uma comunicagio formal, gera-
ram algumas diferengas no modo de tratamento das questdes
matemadticas na fisica e na matemadtica.

Um exemplo claro disso, embora também houvesse in-
teresses nacionalistas envolvidos, ocorreu quando Isaac
Newton teve a necessidade de demonstrar que, tal como
havia proposto Johannes Kepler, as 6rbitas dos planetas em
torno do Sol eram elipticas. A matematica existente & época
no permitia a definigio das equagdes do movimento numa
6rbita eliptica, o que levou a que Isaac Newton desenvol-
vesse uma matemdatica equivalente ao calculo diferencial
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(Fauvel, 1990; Struik, 1987; Boyer, 1959). Criou para este
fim o chamado método das fluxides (em inglés, fluxions)
(Struik, 1987), que sdo, no essencial, as nossas derivadas,
sendo o caso particular das derivadas em relagfio ao tempo.

Consideremos por exemplo, a posi¢o de um corpo. Os
fluxides &, § e 2 medem a variagio das coordenadas espa-
ciais por intervalo de tempo. Considerando o vector posi-
¢do, 7, num referencial métrico cartesiano e ortonormado
(com versores 7, ;, k ), como sendo uma consequéncia das
suas coordenadas espaciais, pode dizer-se que a variagiio de
posicdo por intervalo de tempo, que recebe o nome de velo-
cidade, é dada por

o

F=&3+ 9.7 + 2.k(m) (10)

Obviamente, foi necessdrio desenvolver depois a operaciio
inversa, que permitia a definicio de posicdes dada a sua de-
rivada e uma posigio, o que levou Newton ao desenvolvi-
mento do conceito de integracio.

E provavel que muitas partes dos Principia (Newton,
1990), tenham sido deduzidas por Newton através do mé-
todo dos fluxides, embora depois tenham sido convertidas ao
método geométrico, por este ser mais compreensivel para a
comunidade cientifica da época.

Nessa mesma época, o alemio Gottfried Wilhelm von
Leibnitz desenvolvia, por via paralela, a notacfo que ainda
hoje ¢ utilizada em matemdtica para o célculo diferencial
e integral. Note-se que as duas notagdes sio equivalentes
tendo-se

. dr

Nio obstante a formalizaciio introduzida por Leibnitz, é ain-
da comum, para a maioria dos fisicos, por simplicidade de
notagdo, a utilizagio da simbologia dos fluxides para as deri-
vadas temporais de grandezas.

Situagdes similares ocorrem em diversos contetidos es-
pecificos, embora a normalizacgio tenda a eliminar as discre-
pancias entre as duas dreas. Como exemplos, vou apenas ci-
tar dois casos particulares.

O primeiro refere-se & medida de um vector: enquanto
em matematico a representagiio da medida de um vector, @,
€ feita apenas pela sua norma, ||@|}, em fisica pode ser repre-
sentada pela norma, pelo médulo, |@], ou apenas por a, sen-
do neste caso dificil a sua distincio do valor da sua compo-
nente no caso de vectores unidimensionais (Costa & Rosa,
1996). Tal como no caso dos fluxides, o uso das diferentes
notagGes, quer por docentes, quer por alguns autores de ma-
nuais escolares, tem apenas por base uma diminuicio dos
caracteres usados na escrita.

O segundo exemplo de discrepancia era o que tradicio-
nalmente ocorria quando se falava de inclinaggio. Para os
matemadticos os conceitos de declive e de inclinacfio sdo
coincidentes; no entanto, para alguns fisicos, e como se
pode encontrar nalguns manuais escolares, embora o con-
ceito de declive grafico seja, obviamente, igual ao da ma-

Figura 2. Medicdo da distancia para determinacdo do desnivel de uma
estrada pelo método tradicional. 0 dngulo (v & determinado usando um
feodolito.

temdtica, o mesmo nfo acontece com o de inclinagﬁo, por
exemplo de um plano inclinado. Enquanto na matemdtica
a inclinagfio ¢ dada pela tangente do angulo « na base da
subida, até recentemente, para a generalidade dos fisicos, a
inclinagio era dada pela funcéio seno do mesmo. Assim, na
matemdtica, o angulo o = 45° representa um declive igual
a 1 e também uma inclinacio de 100% (tan o); na fisica, o
mesmo angulo representa um declive igual a 1, mas uma in-
clinaggio de 70,7% (sin ).

A razdo justificativa deste facto prendia-se com o modo
como era feita a medigio: com um teodolito media-se o 4n-
gulo de inclinagio e com uma fita ou uma roda de mediciio
media-se a distincia entre dois pontos num plano inclina-
do. A partir dai era definida a inclina¢iio como sendo a razio
entre a altura que era subida (cateto oposto) e a distancia
percorrida na trajectéria (hipotenusa) que ¢, deste modo,
dada pelo seno do angulo de inclinagfio, « (figura 2). Ob-
viamente que com o crescente aumento de imagens de sa-
télite o que se passa a medir sfo distAncias horizontais, cada
vez 530 mais os fisicos e engenheiros que comecam a utilizar
a funcfio tangente.

Mas, como se pode ver dos dois exemplos anteriores, os
docentes de fisica e de matematica devem ter uma preocu-
Pagio na normalizagiio e devem trabalhar conjuntamente
nesse sentido.

Reflexao final

Como se disse, tem havido uma clara melhoria na concer-
tagio dos programas de matematica e de fisica, embora exis-
tam ainda algumas arestas a ser limadas no futuro.

O grande 6bice encontra-se agora no estabelecimento
de pontes interdisciplinares na pratica quotidiana da ac-
tividade lectiva. E preciso colocar énfase na resolucdo de
problemas que permitam aos alunos um cimentar dos seus
conhecimentos sobre as duas disciplinas. A resoluciio de
verdadeiros problemas é morosa e n3o pode esperar-se que
seja feita no dia do teste: requer outro tipo de trabalho.

No entanto, a resolugiio de problemas ¢ a melhor for-
ma de cimentar conhecimentos de uma forma significativa.
O trabalho hercileo de ser professor estd na concepgio de
problemas que, de facto, facam a diferenca, pois é necessa-
rio fazé-los a cada ano pois no ano seguinte os problemas do
ano anterior j4 sdo conhecidos e deixam de o ser.

v
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Mas, mais do que a informagio transmitida, é o traba-
lho desenvolvido de modo a levar os alunos a querer vencer
o desafio da sua resoluciio que serd o grande contributo do
professor para as aprendizagens significativas dos. seus alu-
nos. O resto ... depende de pequenas células cinzentas.
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grilo e usar um relégio. Por comodidade, regista-se o nime-
ro de vezes que o grilo canta a cada periodo de 15 segundos.
Procura-se uma média dos vérios valores obtidos e, a partir
daf, basta ter em conta a tal relagfio linear para se ficar a co-
nhecer a temperatura ambiente.

Os grilos parecem saber qual é. Podera ser um bom desa-
fio para um dia de veréo!
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