firte e Matematica — Conexdes

finfonio M. Fernandes

A citagdo acima marca o tom deste artigo: procurar-se-4 ser
rigoroso apenas o estritamente necessario, para que as ideias
essenciais possam ser veiculadas sem deturpagdes. O préprio
titulo, contém o termo «arte» de forma abusiva, j4 que aqui
ndo se tratario de todas as formas de arte, onde as conexdes
do tipo que se preconiza podem ser reconhecidas. (Notoria-
mente ndo se dird aqui uma s6 palavra acerca da Musica.)
Virias razdes concorrem para esta 0pgio, a ignorancia
do autor serd talvez a mais facil de constatar e enunciar.
Uma segunda restrico serd ainda introduzida: os objec-
tos artisticos sio muitas vezes considerados objectos mate-

miticos. Exemplos tipicos sdo as pavimentacdes do plano e as
figuras impossiveis. Quanto as primeiras, nelas se pode ilus-
tar uma vasta gama de nogdes mateméticas, desde a simetria,
a sofisticada geometria ndo comutativa. Quanto as segundas,
Roger Penrose sugeriu o seu estudo e classificacio em ter-
mos de uma ferramenta matematica importante: a co-homo-
logia. Outras conexdes deste tipo, envolvendo matemdtica
mais elementar sio igualmente observaveis, mas nem du-
mas nem doutras falaremos aqui. Essas consideragdes fica-
130, talvez, para outra ocasifio, quem sabe, contando com a
contribui¢io de outros autores.
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Figura 1. Exemplo de uma @rvore gerada por um L-sisfema

L-sistemas

Em 1968, Aristid Lindenmayer (1925-1989), um botinico
hiingaro, entdo na Universidade de Utrecht, abordou com
uma perspectiva radicalmente inovadora a descri¢io dos pa-
drBes de crescimento de certas populacdes de algas e bacté-
rias. Iniciava-se nessa ocasifio o estudo dos L-sistemas.

Do ponto de vista estritamente matematico, um L-siste-
ma é simplesmente um triplo IL = (Z, @, P) onde, X é um al-
fabeto, ou seja, um conjunto finito de stmbolos; @ é uma pa-
lavra, ou seja, uma sequéncia finita de stmbolos do alfabeto.
Esta palavra especial designa-se de axioma ou estado inicial
do L-sistema. (O conjunto de todas as palavras de um alfa-
beto X, denota-se por X*.) Finalmente, P é um conjunto de
regras produtivas.

De modo a tornar mais claro o papel de cada um destes
elementos, consideramos um primeiro exemplo. Seja entéo
L = (X, w,P) o triplo onde X = {A,B}; w = A e P consiste
nasregras A — AB e B — A.Qual é o papelde we P?J4 se
disse que w representa o «estado inicial do sistema». A par-
tir desse estado inicial esse mesmo sistema «evolui» através
da aplicacio das regras produtivas, cada uma delas descre-
vendo uma substitui¢io de simbolos. No nosso caso, da apli-
cagdo «das regras resulta a substituicio simultinea de qual-
quer «A», pela palavra «AB», e de qualquer «B» por «A». O
processo evolutivo que mencionamos é descrito na figura 2.

Continuamos a ilustar a potencialidade dos L-sistemas
através de um exemplo com cariz mais matemdtico: a sequén-
cia de Fibonacci. Considerando o alfabeto X = {A, B}, o axio-
ma A e as regras produtivas A — B e B — AB obtemos, ite-
rando a utilizagdo dessas regras a partir do estado inicial A, a
seguinte sequéncia de palavrqs (até & quinta iteraciio):

[teracioo: A
Iteracdo 1: B
[teragdo 2: AB
Iteragio 3:  BAB
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Figura 2

ABBAB
BABABBAB

[teraciio 4:
[teracfo 5:

Como se devia esperar o resultado é uma sequéncia de pala-
vras do alfabeto descrito. De que modo se relacionam estas
palavras com a sequéncia de Fibonacci? Essa relaciio é feita
através dos comprimentos dessas palavras. Registando es-
ses comprimentos ao longo das sucessivas iteracdes obtemos:
1,1,2,3,5,8,.-., a sequéncia de Fibonacci, precisamente.

Como este tltimo exemplo ilustra, ndo sdo as palavras
que resultam da iteragdo de um L-sistema os objectos que,
em ultima anilise, nos interessam. Na maior parte dos casos,
0 que nos interessa € algum tipo de informagfo que est4 re-
lacionada com essas palavras. Ao processo de extracgio des-
sa informacio damos o nome de interpretacdo do L-sistema.

Os L-sistemas podem ser usados de forma mais «artfsti-
ca». Para esse efeito, precisamos de os interpretar de modo
que descrevam contetddo gréfico (ou musical, ou outro mas,
como j4 se referiu, destes ndo nos ocuparemos aqui).

Um terceiro exemplo ilustrard como podemos extrair
esse contetddo. David Hilbert (em 189r1) concebeu uma
maneira de mergulhar a recta no plano de forma continua
(Giuseppe Peano fez o mesmo, um ano antes.). (Esta afir-
macio pode traduzir-se de modo mais rigoroso na existéncia
de uma bijecciio f: R — R? continua, i.e., satisfazendo a
propriedade: dado € > o, para obter d,(f(x), A(y)) < ¢, bas-
ta considerar d;(x,y) < 0 para um certo 0 > o [que existe].
Dito de forma menos rigorosa, para obtermos valores sufi-
cientemente proximos da funcfo, basta que consideremos
valores suficientemente proximos dos argumentos.) Aqui
d, e d, representam as fungdes «distAncia» em R e R?, res-
pectivamente, que se definem através das relaces:

di(x,y) = x —yle,

dz((x/ y)/ (ll, "0)) = (x = Ll)2 ar (}/ == U)Z 4
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Figura 3. As primeiras guaftro iferacdes do L-sisfema que produz as aproximacdes da curva de Hilberf.
Desafia-se o leitor a escrever as palavras geradas pelo L-sistema nestas primeiras iteracaes e a
verificar gue correspondem, afraves da interpretagao® as figuras acima. [A tarefa.torna-se entediante
a curfo prazo: & por isso gue os compufadores e as linguagens de programacao sdo inferessantes

nestas circunstancias.]

Se a funcfio inversa de f também fosse continua, entfo a
recta e o plano seriam topologicamente equivalentes. De fac-
to, nenhuma bijeccio  : R* — R pode ser continua. Deste
modo, o plano e a recta nio sdo topologicamente equivalen-
tes: um resultado conhecido como invariancia dimensional.

Esta fungfo, conhecida como curva de Hilbert pode ser
descrita através da interpretacio de um L-sistema: conside-
remos o alfabeto {L, R, F, +, -}, o axioma L e as regras produ-
tivas L - +RF — LFL — FR+ ¢ R — —LF + RFR + FL-. Os
stmbolos F, +, — serfio interpretados da seguinte forma: o stm-
bolo F corresponde a deslocarmo-nos em frente, uma distan-
cia fixa, desenhando a0 mesmo tempo um segmento de recta
com correspondente comprimento; ao simbolo «+» corres-
ponde «rodar para a esquerda go°» e, ao simbolo «—» corres-
ponde «rodar para a direita 9go®». Os restantes simbolos nio
sdo interpretados, o que significa que quando os encontramos
numa palavra, ndo lhes corresponde nenhuma acciio. (Enfa-
tizamos aqui um aspecto importante: embora certos simbo-
los ndo sejam interpretados isso nfo significa que possamos
dispensé-los na descricio de um L-sistema; de facto, eles tém
um papel imprescindivel na formacfio das palavras.) Iterando
este L-sistema obtemos a sequéncia de curvas descritas na fi-
gura 2, que sdo aproximaces da curva de Hilbert.

Temos vindo a descrever a forma mais simples de um L-
sistema. VersGes mais sofisticadas (onde existe uma depen-
déncia do contexto) admitem regras que se modificam con-
soante o contexto em que as letras surgem'nas palavras, ao
longo das iteragdes. Por outro lado, a liberdade quase infi-
nita de produzir interpretaces de L-sistemas, confere a es-
tas estruturas uma enorme potencialidade para gerar objec-
tos graficos abstractos. Objectos, como os que descrevemos
aqui, podem ser mais interessantes do ponto de vista mate-
madtico (embora a versdo tridimensional da curva de Hilbert
[figura 3] possua um valor estético inegével), mas noutros
casos, como o da capa do niimero anterior da EeM, as ima-
gens geradas sdo esteticamente muito interessantes.
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Recursago—um énincel» matemalico

A recursdo ¢ um processo fundamental na descriciio de ob-
jectos matemdticos. Paralelamente pode ser explorado de
modo a produzir imagens fascinantes. N&o vamos aqui abor-
dar o conceito de forma metédica e rigorosa. Basta-nos a

Figura 3. Representacdo artistica de uma iteragdo da versdo
tridimensional da curva de Hilbert
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nogio de que iterar uma fun¢fio f num ponto x (um caso
particular de recursfio), corresponde a construir a sequéncia
infinita: (x, f(x), f(f(x)), Aff(x))), ..). Para simplificar a no-

tacdo, introduzimos a seguinte definiciio

foQ) =x, f1(x) = flx), f2(x) = f(fx)), F(x) = AAAXD), -

a luz da qual iterar uma funcio num ponto corresponde a
formar a sequéncia (infinita),

(Felr ), P, )

(Se notarmos que as regras produtivas de um L-sistema, de-
terminam uma fungio que transforma palavras em palavras,
facilmente nos convencemos que a iteracio de um L-siste-
ma ndo € mais que a iteragdo de uma funcio na palavra que
corresponde ao axioma desse mesmo L-sistema.)

Precisamente, utilizando este conceito, podemos descre-
ver imagens especialmente interessantes, impossiveis de ob-
ter por Outros processos.

O corpo dos nimeros complexos (denotado por C) é
uma extensdo do corpo dos ndmeros reais. A multiplicagio
e adicdo complexas sio uma extensio das suas congéneres
reais e, os nimeros complexos podem representar-se na for-
ma « + Bi, onde a, B sio niimeros reais e i € um novo objec-
to (denominado unidade imagindria) cuja principal proprie-
dade € descrita pela igualdade * = —1.

A representacio dos nimeros complexos que mencio-
ndmos antes permite-nos identificar cada niimero complexo
a+ Bi com o ponto do plano de coordenadas (a, ), facto
este que pode ser explorado para definir imagens no plano.
Isso mesmo foi feito por Benoit Mandelbrot ao produzir a
primeira visualizacio de um objecto fractal. Para que pos-
samos descrever esse objecto temos que considerar os poli-
némios de coeficientes complexos da forma p (z) = 2> + ¢
(onde ¢ € €). Quando iteramos estes polinémios no ponto
z = 0, obtemos a sequéncia infinita:

(p2(0),pa(0), pZ(0), P2(0), ..y = (0,0,¢* + ¢, (> +¢) +¢, ..).

A cada nimero complexo ¢=x+yi pode associar-se
um ndmero real que se designa o seu madulo, que se de-
nota por |z e que se calcula através da seguinte definicio:
[x +yil = 4/x* + 2. Quando iteramos um polinémio p.(z)
em z = 0, duas coisas podem acontecer: (1) ou existe um
numero positivo k tal que para qualquer # se tem |p”(0)| < k
ou; (2) [p?(0)| — oo, ou seja, as iteradas possuem mddulos
arbitrariamente grandes. Pode demonstrar-se que a condi-

Figura 4 Conjunto de Mandelbrot

¢io (1) pode ser substituida por uma mais favoravel: (1°)
para qualquer 1 tem-se [p(0)] < 2.

A figura 4 € resultado da visualizacio deste processo.
Obtém-se da seguinte forma: depois de fixarmos um limite
para o numero de iteracdes, digamos k iteragSes, os pon-
tos do plano que correspondem a niimeros complexos ¢ € C
para os quais se tem Ipf (0)] < 2 sfio coloridos com uma cor, e
os que ndo verificam esta propriedade sdo coloridos com ou-
tra cor.

A figura € assim uma aproximacio de um subconjunto
do plano conhecido como conjunto de Mandelbrot. Sao mui-
to conhecidas variagdes mais coloridas deste objecto onde,
as cores adicionais sdo atribuidas em fungio de uma nogio
designada por velocidade de divergéncia que, grosso modo, é
uma medida de quio rdpido [p!(0)] tende para infinito.

As caracteristicas de auto-semelhanca do conjunto de
Mandelbrot tornam-no num objecto esteticamente atraen-
te. Mas, pode fazer-se melhor, e a figura 5 mostra uma varia-
¢do tridimensional do conjunto de Mandelbrot, cujo valor
estérico Nos escusamos a comentar.

Mas, como generalizar o0 modo como se obteve o con-
junto de Mandelbrot ao espaco? Poderiamos pensar em re-
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produzir todo o processo, passando do corpo C (que também

€ uma dlgebra normada de dimensdo 2 sobre R) para um corpo
KK que, enquanto dlgebra normada sobre R fosse desta vez
de dimensdo 3, fornecendo-nos assim informacio acerca de
pontos do espago. Acontece que Ndo existem muitos tipos
de dlgebras normadas sobre R. Efectivamente, um resulta-
do de Hurwitz estabelece que as possiveis dimensdes de tais
dlgebras s3o 1, 2, 4 e 8. As duas primeiras dimensdes corres-
pondem a R e C: os corpos dos nimeros reais e dos nimeros
complexos. As estruturas que correspondem as dimensoes 4
e 8 sdo constituidas por ndmeros hipercomplexos e corres-
pondem aos quaternides (IH) e aos octonides (O). Temos:
IR ¢ C cH c O, mas, na passagem de C para H a multipli-
caco deixa de ser comutativa e, na passagem de H para O
deixa de ser associativa.

Os quaternides podem representar-se como expressoes
formais do tipo a + bi + ¢j + dk onde os a4,b,c,d sdo nime-
ros reais ¢ 7,/,k sfo unidades hiper-imagindrias. A adicio
de quaternides é a generalizacio 6bvia da adicio de nime-
ros complexos. No caso da multiplicaciio o procedimento é
semelhante ao caso complexo, uma vez que conhecamos o
modo como operar as unidades hiper-complexas, algo que se

Figura 5

descreve na tabela seguinte que contém as famosas igualda-
des de Hamilton.
=l g
ji=—k kji=-i

ki =]
ik = —j
i2=j2=k2:—1

Tal como os complexos se podem identificar com pontos do
plano, os quaternides podem identificar-se com pontos do
hiper-espaco de dimenséo 4. Por outro lado, a dlgebra sub-
jacente a esta estrutura permite que se considerem poliné-
mios sobre os quaternides, em particular que se considerem
polinémios do tipo p_(w) = w* + ¢ (onde ¢ € H) que, sdo
precisamente os polinémios do tipo considerado na defini-
¢do original do conjunto de Mandelbrot. Isso permite-nos
definir uma versdo a quatro dimensdes do conjunto de Man-
delbrot considerando os pontos ¢ € H para os quais existe
k > o de modo que |p!(0)] < k para todos os possiveis 7 € IN.
(O médulo de um quaternido € definido através de

la+bi+cj+dkl= Va2 +b> +c2+d>.)
Esta construgio, no entanto, gera um hiper-volume. A res-
pectiva visualizacio s € possivel através de fatias tridimen-
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Figura 68 Um nimero complexo representado
no plano de Argand

Figura 68 Poténcias de um nimero complexo

sionais desse objecto. A figura 5, mostra uma dessas fatias,
para uma versao quaternionica do conjunto de Julia.

Mas o que dizer de uma versdo genuinamente tridimen-
sional (nfio obtida por via indirecta) do conjunto de Man-
delbrot? O facto ndo podermos impor sobre IR? uma estru-
tura algébrica «semelhante» a € ndo ¢ razio para desistir
imediatamente. Em R? existe uma estrutura aditiva dada
pela usual adicio de vectores:

(Ly.z)+lebog=—{(xraysbzi+o)
Existe igualmente uma norma, definida por
M v 2l = 4 + 24 22,
A estrutura aditiva e normada dos complexos pode ser «em-
bebida» na estrutura aditiva ¢ normada de R® usando a
f
«identificacio» z = x + yi > (x,1,0) que possui as proprie-

dades seguintes:

Figura 7

f(:l +¢
I = I2I.

O problema envolve a multiplicac@o.

Z,) = ﬂ:\) +R /r(:; 55

Sem multiplicagio, ndo podemos calcular quadrados e,
sem isso, os polindémios p (z) = z* + ¢ sdo indteis neste con-
texto. Mas isto, em si mesmo, ndo constitui obstdculo para
um matematico. Porque ndo interpretar «quadrado de ...»
de forma conveniente, usando uma funcio 0 : R? — R3 con-
siderando, desta forma, os «polinémios» p(z) = 0(z) + c?
Matematicamente ndo hd nada de errado com esta opcio,
mas se 0 for uma translac¢io, i.e., do tipo 0(z) = z + k en-
tio, a iteragio de p (z) no ponto o = (0,0, 0) resulta na
sequéncia

{0,k +c,2(k+c),3(k +¢),..)

que sO pr yduz uma iteraciio limitada se k = —¢, ou seja, num

Gnico caso. Assim a imagem resultante seria um ponto de
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Figura 8 Versdo 30 do Conjunto de Mandelbrot

uma cor e o resto do espaco de outra—absolutamente desin-
teressante! Uma melhor escolha para 0 foi feita por Daniel
White e Paul Nylander que, conceberam 6 de modo a repro-
duzir em R? o «efeito geométrico» da dlgebra dos nimeros
complexos. Um niimero complexo z = x + yi pode ser iden-
tificado com o ponto (x, 1) do plano (IR?). Os pontos do pla-
no podem, por sua vez (com a excepcio de (o, 0)) ser descri-
tos na forma (rsen(a), rcos(a)) = r(sen(a), cos(a)), um facto
que estd na base da representacio trignométrica dos nime-
ros complexos (figura 6a). O efeito de elevar um complexo z
a sua n-ésima poténcia € o seguinte: se z = r(sen(a), cos(a))
entiio 2" = r’!(sen(na), cos(ne)) (figura 6b).

Acontece que todo o ponto do espago possui uma repre-
sentacio trignométrica semelhante a esta. Mais precisamen-
te, todo o ponto do espago (excepto (0, 0, 0)) possui uma re-
presentacio do tipo r(sen(i’) cos(), sen(y) sen(p), cos(¥))
(onde @, ¢ sdo como na figura 7.

Estamos finalmente prontos para proceder a generaliza-
¢do anunciada. Muito naturalmente definimos:
0, (r(sen(y’) cos(g), sen(y’) sen(p), cos(1)))) =
= r''(sen(ny) cos(ng), sen(nip) sen(ing), cos(iy)).

O resultado € surpreendente! (Figura 8.)

Paradoxo e auto-referéncia

Temos descrito formas de acordo com as quais «arte» pode
ser produzida usando conceitos matemiticos. Sabe-se que
nocdes que foram em primeiro lugar exploradas ¢ experi-
mentadas pelos artistas, se tornaram objectos da sistema-
tizacio matemadtica: a geometria projectiva ¢ um exemplo
extraido (A pressa), entre outros igualmente fundamentais.
Talvez menos evidente € o facto de certas nogdes constitui-
rem tema comum, para a Arte e a Matematica. Mencionare-
mos dois exemplos: paradoxos e «auto-referéncia».
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Figura 9. Rengé Magritte — La
reproduckion interdite, 1337

Paradoxos

A Matemadtica, como é do conhecimento geral existe, en-
quanto corpo do conhecimento, na mesma medida em que
consegue evitar o paradoxo. Isto significa apenas que o cor-
pus mathematicum deve ser livre de paradoxos, mas ndo sig-
nifica que a respectiva praxis possa viver livre dele. De facto
a histétria revela que os grandes avangos da Matematica se
deram a partir de conceitos aparentemente paradoxais, ou
mesmo paradoxais quando formulados de forma ingénua.

A Matemitica actual encontra-se fundada na noc¢fio de
conjunto. Com isto deve entender-se que qualquer nogio
matemdtica, por mais elaborada e abstracta que seja pode,
em tltima instancia, ser descrita a custa da noc¢do de con-
junto. Georg Cantor, o fundador da teoria de conuntos defi-
niu a no¢do de conjuntos de tal modo que seria sempre con-
cebivel, como conjunto, a colec¢io de todos os objectos que
possuissem uma dada «propriedade»: o conjunto dos portu-
gueses que ndo gostam de pagar impostos, por exemplo. Esta
concepcio, aparentemente «inofensiva» é, apesar de tudo,
paradoxal. Esta natureza exibe-se através do famoso Parado-
xo de Russell. Considerando o conjunto A de todos os con-
juntos que ndo sio elementos de si préprios temos, por um
lado que, se A é elemento de A ento, uma vez que possui a
propriedade de nfo ser elemento de si préprio, resulta que A
ndo é élemento de A. Por outro lado, se A nio é elemento
de A entdo, tendo em conta a propriedade que define os ele-
mentos de A, resulta imediatamente que A é elemento de A.
Acabdmos de verificar que A é elemento de A se e s6 se A
ndo é elemento de A (uma situaco evidentemente parado-
xal). Dos esforgos para contornar este paradoxo surgiu uma
das mais (senfo a mais) pujante das teorias matematicas.

Esta «vitalidade» inerente & nocio de paradoxo nfo es-
capou aos artistas. Apresentamos aqui dois exemplos, um
de René Magritte (figura 9), outro de M. C. Escher (figura
10). O exemplo da autoria de Escher recorre a uma ilusdo
de perspectiva de modo a descrever uma espécie de «mo-
vimento perpétuo». Nesse sentido, é de certa forma seme-

Figura 10. M. C. Escher — Waterfall, 1961

Figura 11. Robert Fludd — Parafuso de
Agua. 1818

lhante ao «Parafuso de 4gua» descrito por Robert Fludd em
1618 (figura 11). Na gravura surge um mecanismo que su-
postamente deveria assegurar um tipo de movimento per-
pétuo. Este género de ac¢o viola as leis da Termodinimica
sendo também ele paradoxal, & luz da Fisica estabelecida.

futo-referancia

Um segundo «tema» comum & Matemdtica e 4 Arte € a
«auto-referéncia». No que respeita & primeira, os exemplos
mais paradigmdticos serdo constituidos pelos famosos teore-
mas da incompletude de Gédel. No caso da Arte, apesar de
muitos exemplos se poderem aqui descrever a exploracio
dessa nociio (com exemplos particularmente interessantes
no caso da Misica), no contexto deste artigo apresentamos
dois deles da autoria dos «suspeitos» do costume: Escher e
Magritte. No caso do «cachimbo de Magritte» (figura 12) o
tema € a separaciio entre a referéncia e o referente. Ja na obra
de Escher o quadro exposto na galeria contém a propria rea-
lidade envolvente de que, por outro lado, ele préprio é par-
te (figura 13).

A auto-referéncia ocorre quando, numa linguagem (na-
tural ou formal), uma sentenca se refere a si prépria. Num
sentido mais lato quando um predicado se aplica a si préprio
(no caso da lingua natural, quando um adjectivo se aplica a
si préprio: um adjectivo autolégico). (Por exemplo «comum»
é ele préprio um predicado comum.)

Nso é incomum ver associadas as nogdes de «auto-refe-
réncia» e «paradoxo»: o denominado Paradoxo de Grelling—
Nelson é obtido através da nogfo de «adjectivo autolégico».
(A situaciio apresenta notdveis semelhancas com o parado-
xo de Russel, a que nos referimos anteriormente. )

Em rigor, o paradoxo obtém-se considerando a nocio
oposta: um adjectivo é heteroldgico se nfo for autolégico.
Deixamos ao cuidado do leitor verificar que «<heterolégi-
co» é heterolégico» se e s6 se «<heterolégico> é autolégico»
(uma contradicio). (O paradoxo de Russel serd certamente
uma boa inspira¢io ...)
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Leci neest pos une fufie.

Figura 12. Reng Magrifte — Ceci n'est pas une pipe, 1968

Mas, existem utilizagGes mais construtivas desta nogio,
tal como foi demonstrado pelos resultados de Kurt Godel.
De forma um tanto ou quanto simplista o «primeiro teo-
rema da incompletude» estabelece a existéncia de «verda-
des» que ndo podem ser demonstradas. Ndo sendo este o
lugar para expor estes resultados. fundamentais em detalhe
é possivel, ainda assim, exibir a sua esséncia através de um
«puzzle godeliano» (descrito originalmente por Raimond
Smullyan).

Consideremos uma maquina 9 que, ao executar um cer-
to tipo de programacfio, produz uma lista de palavras (sequén-
cias finitas) usando sfmbolos do alfabeto =, I, N, (e ). A m4-
quina trabalha indefinidamente pelo que (potencialmente)
produz uma lista infinita de palavras (W, Wy, W,, ... W,,, ...)
(onde n € IN). Diremos que uma palavra W é imprimivel se,
mais tarde ou mais cedo surge na lista produzida pela m4-
quina, ou seja, se para certo 7 € IN se tem W = W,,. Neste
caso escrevemos — W. (Se W ndo for imprimivel escreve-
mos ¥ W.)

Introduzimos agora um tipo «especial» de palavras: as
sentengas. As sentencas sdo palavras dos tipos que se des-
crevem a seguir: I(W), =I(W), PN(W) e =PN(W), onde W ¢
uma palavra arbitrdria. O que € interessante é que o funcio-
namento da mdquina I, fornece uma forma de atribuir um
valor de verdade a cada sentenca: interpretando os simbolos
«TI») « I » «N» como Sendo «1’150», «imprimfvel» € «norma
de...», respectivamente, onde a norma de uma palavra W
€ a expressdo W(W). (Os simbolos «(» e «)» nfio possuem
nenhuma interpretacio especial funcionam como os usuais
paréntesis, destinando-se apenas a facilitar a leitura.)

A luz desta interpretacfo, todas as sentencas podem ser
consideradas verdadeiras ou falsas. Escrevemos = S para in-
dicar que a sentenga S € verdadeira e & S para indicar que é
falsa, onde: (1) = I(W) se e s6 se a palavra W é imprimivel;
(2) = —I(W) se e s6 se a palavra W nfo ¢ imprimivel; (3)
= IN(W) se e 56 se a norma de W, ou seja, a palavra W(W)

Figura 13. M. C. Escher — Print Gallery. 1956

¢ imprimivel e, finalmente; (4) = —IN(W) se e s6 se a nor-
ma de W n#o é imprimivel.

Observe-se que as sentengas, a luz desta interpretacfio,
reflectem uma certa auto-referéncia da propria maquina e,
admitindo agora que todas as palavras imprimiveis sdo ver-
dadeiras, reflecte até uma certa «auto-consciéncia».

Admitamos entdo que a nossa maquina M & tal que se S
¢ uma sentenca imprimivel entfo, é forcosamente verdadei-
ra, i.e., se = S entfo = S. Coloca-se a questdo: serd a reci-
proca necessariamente verdadeira, i.e., sendo S verdadeira
serd ela imprimivel pela maquina?

A resposta é negativa!

Se considerarmos a sentenca S = —IN(=IN) temos duas
hipéteses: (1) $&= S$, o que significa que a norma da palavra
=IN ndo é imprimivel, ou seja, que a palavra ~IN(=IN) nfo
¢ imprimivel. Neste caso ter-se-ia: =S e ¥ S.

A segunda alternativa é: (2) & S, o que significa que a
norma de —IN € imprimivel, ou seja que ~IN(=IN) é impri-
mivel, donde: S é imprimivel. Como estamos a admitir que
a nossa mdquina s6 imprime palavras verdadeiras, S seria
entdo, ao mesmo tempo, verdadeira e falsa, o que é impos-
sivel. Assim, (2) nfo pode acontecer e, consequentemen-
te, acabamos de exibir uma sentenca verdadeira que ndo é
imprimivel.

Esta € a esséncia do primeiro teorema da incompletude
de Godel, «bastando» para isso substituir «imprimivel» por
«demonstravel».

Estes resultados modificaram decisivamente o curso da
Matemdtica e até da Filosofia. Dir-se-4 até, sem exagero,
que modificaram definitivamente o pensamento humano.
Simultaneamente revelam que algo que poderia ser consi-
derado, & primeira vista, como uma idiossincrassia lingufsti-
ca, é afinal uma nociio matematicamente significativa (dito
de outra forma: «hd mais matemitica em cada objecto ou
conceito que, aquela que € A primeira vista imagindvel»).

Antonio Fernandes
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