Um olhar sobre a consfrucdo de conexdes matematicas

no esfudo das Sucessoes

Helena Paradinha
Tamara Leuca

O matemdtico Hung-Hsi Wu, professor na Universidade da
Califérnia em Berkeley, na conferéncia realizada em Janeiro
de 2010 no departamento de educacio da FCUL, defendeu
a importancia de os alunos captarem a esséncia da Matema-
tica: «(...) a Matematica é uma tapecaria na qual os concei-
tos e as capacidades se interligam, formando um todo (...)»
(Wu, 2008, p. 5). Ap6s a conferéncia, a que ambas assisti-
mos, conversamos sobre as nossas motivacdes para explorar
o tema das conexdes em diferentes etapas do nosso percur-
so profissional. Partilhdmos a nossa experiéncia como alu-
nas que estuddmos em pafses e décadas diferentes, e o facto
de termos identificado conexdes matematicas tardiamente.
Enquanto professoras gostamos de poder proporcionar aos
nossos alunos experiéncias que relacionem representacoes
matemadticas e respectivos processos, de modo a quebrar o
isolamento entre temas matematicos.

As orientagdes cutriculares para o ensino — aprendiza-
gem da matemdtica no ensino secundario tém vindo a dar
maior énfase as conexdes. Neste artigo incidiremos sobre as
conexoes entre topicos matematicos e entre diferentes re-
presentacdes matematicas.

Segundo as normas (NCTM, 2008), os alunos devem:

e Reconhecer e usar conexdes entre ideias matematicas;

¢ Compreender a forma como as ideias matematicas se in-
ter-relacionam e se constroem umas a partir das outras
para produzir um todo coerente;

Um dos aspectos que se alterou das Normas de 1991 para
2008 foi que, para todos os niveis de ensino, 0s quatro temas
transversais deram lugar a cinco, sendo as representacBes
0 quinto tema agora introduzido. Para além de valorizar as
multiplas representacoes de um conceito, esta decisio € fun-
damentada, segundo Jones (1999), em trés argumentos:

— mover-se com flexibilidade entre diferentes representa-
¢Oes € uma base para criar conceitos e pensar matemati-
camente;

— a forma como s3o representadas as ideias matemadticas
pelos professores tem impacto na forma como a mate-
matica é aprendida;

— os alunos necessitam de pratica na construgdo das suas
proprias representages para se tornarem bons resolve-
dores de problemas.

Referem ainda que: «grande parte do poder da matematica
advém da capacidade de observar e operar com objectos sob
diferentes perspectivas.» (NCTM, 2008, p. 423) e «Quando
o0s alunos conseguem aceder 2s representagBes matematicas
e as ideias que elas expressam, ficam com um conjunto de
ferramentas que aumentam significativamente a sua capaci-
dade de pensar matematicamente.» (NCTM, 2008, p. 75)
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Investigadores em Educagio Matematica, defendem que
as multiplas representagGes sdo um suporte para a compre-
ensio de conceitos e relacdes matemadticas. RepresentagSes
distintas focam, geralmente, aspectos diferentes de relagdes
ou conceitos complexos. Como tal, para os alunos conhece-
rem em profundidade um conceito matemdtico necessitam
de uma diversidade de representacbes que suportem a sua
compreensao.

Por outro lado, valorizar as diferentes representagBes
usadas pelos alunos pode revelar aspectos da compreen-
sdo dos conceitos que de outra forma ndo emergiriam (As-
pmwall e Shaw, 2002).

‘No entanto, segundo Athanasios, Iliada e Nikos (2006),
a maioria dos alunos do ensino secunddrio e universitdrio
apresentam grande dificuldade para se moverem da forma
flextvel no conjunto das representagdes duma dada fungio e
em seleccionar as representagbes mais apropriadas para a re-
solucio de problemas. Os resultados das investigagOes neste
domfnio mostraram que a utilizagio de software matemati-
co sugeriu pistas para ajudar os alunos a superar com sucesso
estas dificuldades.

Schultz (2000) refere-se as multiplas representagoes
enunciando a representagio verbal, por tabela, por grafi-
co, algébrica e por matriz. Com base num estudo, em sala
de aula, este autor procura responder as seguintes questdes:
Qual das representagdes promove melhor a compreensgo
conceptual? Que representagiio generaliza melhor os conte-
tdos matemiticos? Que representaciio se aplica melhor para
encontrar solugdes aproximadas? Que representaggo se apli-
ca melhor para encontrar solugBes exactas? Que representa-
o é melhor para um tipo dado de tecnologia? Que repre-
sentagio se adequa melhor ao nivel de aprendizagem e ao
conforto do estudante?

Nas indicagdes metodolégicas do programa de Matema-
tica A para o 11.° ano pode ler-se: «As sucessSes aparecem
com uma forma de organizar possiveis resolugdes para situ-
agdes problemiticas que sdo apresentadas com base em as-
pectos da realidade (social) e em aspectos do estudo das di-
versas ciéncias (Matemética incluida)» (Silva et dl., 2002,
p. 8). No entanto, «A resolugiio de problemas permite che-
gar ao conceito de sucessio, aceder & compreensdo de pro-
priedades importantes de sucessSes particulares e especial-
mente tteis, bem como & necessidade de elaboracio de
representaces formalizadas» (Silva et al., 2002, p. 8). A
procura de padrdes ¢ uma actividade importante na cons-
trucio de conexdes matematicas.

Figura 1. Parte da realizacdo da primeira questdo da Tarefa 1 pelo grupo.

Sendo as sucessdes reais fungdes de varidvel natural,
cujo contradominio estd contido em IR, as sequéncias in-
finitas de nimeros reais estudadas no ensino bésico ndo sio
mais do que os contradominios das sucessdes reais. Tornan-
do-se cada vez mais conscientes das conexdes entre diversos
tépicos estudados no ensino basico e diferentes éreas, 0s es-
tudantes desenvolvem a capacidade de aplicar os conheci-
mentos sobre as sequéncias no estudo das sucessdes, olhan-
do para a matemdtica como um todo integrado.

No capitulo Sucessdes Reais, propusemos' as duas tur-
mas do 11° Ano do Curso Cientifico — Humanistico de
Ciéncias e Tecnologias um conjunto de tarefas que enfa-
tizam as conexdes entre vérios tépicos da Matemdtica no
ensino — aprendizagem das sucessdes. De entre as tarefas
realizadas selecciondmos duas que envolvem conceitos de
geometria ou de dlgebra e mdltiplas representagGes (geomé-
trica, gréfica, analitica, verbal, pictérica) de forma a estudar:
o papel das conexdes na aprendizagem das sucessdes; as re-
presentacdes utilizadas pelos alunos e as dificuldades mani-
festadas pelos alunos face as tarefas.

A Tarefa 1 permitiu aos alunos explorar o método des-
coberto por Arquimedes para chegar a um valor aproximado
de 7.

Um dos objectivos da tarefa foi a introdugio dos concei-
tos de sucessdo limitada, majorantes e minorantes.

Um dos grupos de trabalho, estabeleceu algumas rela-
ooes entre amplitudes de angulos e medidas dos lados como
se pode observar na figura seguinte (Figura 1).

Estabelecendo conexdes com conceitos ja estudados ob-
serva-se que alguns alunos do grupo calculam o lado do qua-
drado aplicando o teorema de Pitdgoras, enquanto outros
aplicam conhecimentos de trigonometria. O grupo avanga
para o célculo da 4rea do pentdgono dividindo-o em trian-
gulos e tenta classificar os triingulos quanto aos lados. A
seguir os alunos do grupo relacionam os dngulos, tentando
chegar a uma generalizagio:

Filipe: Temos 360 a dividir por 5.

Carlos: Agora divide-se isso por dois. Isso dd 54. Este angu-
lo aqui é 54.

Jodo: Ah, Ok. Mas porqué temos que relacionar?

Ana: Para chegar ao termo geral.

Filipe: Olhem, o cos45° = sin45° que ¢ v/2/2. Entio te-
mos 4(cos 45°)(sin 45°).
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Tarefa 1

1. Observa a seguinte sequéncia de poligongs regulares inscritos numa circunferéncia de raio 1.

Fig. 1

Fig. 2

Fig. 3 Fig. 4

a) Mostra que ao valor exacto da 4rea do tridngulo equildtero é de 3 cos 30° sin 30°.

b) Calcula a drea ezacta de cada poligono da figura e seguidamente para poligonos com 10, 12, 60, 100 e 180 lados. Re-
gista os valores numa tabela, apresentando também um valor aproximado arredondado &s décimas de milésimas na

ultima coluna.

Valor exacto da drea

Valor aproximado da 4rea

3 cos 30° sin 30°

1.2990

c) A medida que o n cresce de que valor se aproxima a 4rea? Justifica a tua resposta.

2. Considera agora os poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia de raio igual a um, como mostra a figura.

o 24

1
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
. i o . 3
a) Mostra que ao valor exacto da 4rea do tridngulo equildtero é de e
g

b) Calcula a drea exacta de cada poligono da figura e seguidamente para poligonos com 10, 12, 60, 100 e 180 lados. Re-
gista os valores numa tabela, apresentando também um — valor aproximado arredondado s décimas de milésimas

na Gltima coluna.

Valor exacto da 4rea

Valor aproximado da 4rea

3
tg 30°

5.1962

c) Para que valor se aproximam as 4reas 4 medida que o n aumenta? De que forma as aproximagdes dos poligonos cir-
cunscritos diferem das aproximages obtidas no ponto 1 para os poligonos inscritos? Explica a tua resposta.

Percebendo que deve haver uma relacio entre o'ntimero de

Adaptado de: National Council of Teachers of Mathematics (2008), http:/illuminations.nctm.org

lados e a amplitude dos 4ngulos que os ajudard a elaborar Jodo: P

uma expressdo para todos os poligonos, continuam a pro-
curar relagBes entre os angulos e os lados para elaborar uma

expressio semelhante a do tridngulo:

Carlos:

Filipe: Eu acho que aqui vai dar 5 vezes qualquer coisa.

ois, eu também acho. ;
Olhem aqui vai dar 6(cos 60°)(sin 60°).

Ana: Aqui é 30°, ..., aqui é 45°. Aqui...
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Carlos: E 54°. Ana, percebes?

Ana: Néo estou a perceber. Esta expressdo é para o tridn-
gulo.

Carlos: Sim. Olha aqui é 30 = 60/2.

Depois 45 = 90/2.
Jodo: Mas ainda nfo fizemos para n = 57
Carlos: Entdo, vamos ter 5(cos 54°)(sin 54°).

Jodo: Entdo isto vai ser sempre vezes o ntimero de lados. Re-
parem numa coisa...aqui serd sempre a dividir por dois.

Carlos: Portanto vai ser

°o 180° — 360° 180° — 360°
n n
n | cos D) D)

Na segunda parte da primeira questdo, o grupo observa que
os valores aproximados das dreas tendem para 7. Concluem
assim que a sucessdo das dreas se aproxima de 7w de forma
crescente, nunca atingindo este valor. Os alunos tentam
substituir mais uns valores na expressdo analitica elaborada,
para testar a conjectura estabelecida em relacio as aproxi-
macdes ao valor de . O grupo encontra a justificagfio para
esta aproximacfo, estabelecendo conexdes com a 4rea do
circulo de raio 1 e tenta relacionar esta aproximagfio com as
amplitudes dos angulos dos poligonos:

Filipe: Tem alguma coisa com o 7.

Ana: Olham, isso aqui € o 7.

Filipe: Vai se aproximando-se do 7.

Carlos: Do 7, é? Entfo as dreas estdo a aumentar.

Filipe: A 4rea esta a aumentar e nunca chega a 7.

Jodo: S6 quando chega ao infinito. E engracado.

Carlos: E, nfio é? Agora faz para 360, para ver se ainda se
aproxima mais?

Jodo: Pois, aproxima-se, porque a drea do circulo de raio um
Em

Carlos: Pois, isso aqui aproxima-se cada vez mais de 90.

Quando for 90?

Filipe: A medida que n cresce, o angulo aproxima-se cada
vez mais de 90, entfo...

Carlos: A 4rea vai se aproximando cada vez mais de 7.

Na segunda questdo, verifica-se que o grupo tenta passar
logo para as expressdes das 4reas exactas, baseando-se no
que fizeram na questdo anterior. Dispondo de pouco tempo,
0 grupo avangou e escreveu a expressio para o termo geral:

Jodo: Aqui, em vez de multiplicar € dividir.
Ana: J4 sei, aqui serd 4 a dividir por tan 45°.
Carlos: Entdo o termo geral serd

n

180° — 360° .
tan (fn)

Analisando o comportamento dos termos da sucessdo, veri-
fica-se o seguinte diglogo:

Filipe: Entéo, de que valor se aproximam as dreas’

Ana: Aproximam-se também do 7, mas decrescendo.

Estabelecendo relaces entre conceitos estudados, todos os
grupos chegaram a expressao geral.

Para a segunda questdo conjecturando e testando as
conjecturas, conseguiram completar rapidamente a tabela,
generalizando o valor exacto da drea para n lados, e chegar
ao termo geral.

Numa fase de discussio com toda a turma, pediu-se aos
alunos para mostrarem as estratégias elaboradas para chegar
a generalizaciio. Um dos grupos explicou a estratégia elabo-
rada para calcular a drea do quadrado ilustrada.
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Depois de analisada a monotonia de cada uma das sucessdes,
foram introduzidos os conceitos de majorantes e minorantes
duma sucessdo, com base nesta tarefa. Uma ilustracio mais
clara destas aproximagdes foi projectada no quadro (Figura 2)
com o apoio do software: http://matematicadinamica.com/
ficheiros/geometria.html (Oliveira, 2009).

A representacdo grifica incluida neste programa foi ou-
tro beneficio para a compreensdo por parte dos alunos, dos
conceitos de majorantes e minorantes das sucessdes.

As expressdes analiticas foram construidas para todos
os valores da varidvel natural n, sem considerar os primei-
ros dois termos. Assim, o termo geral obtido verificava-se
para n > 3. Na discussdo em grande grupo, levantando esta
questdo, os alunos perceberam que para que o termo geral
fosse valido para todos os valores de m teria que ser alterada
a expressdo, substituindo-se n por n + 2.

A Tarefa 2 tinha como objectivo a construcio de ex-
pressdes analiticas para as sucessdes apresentadas.

Tarefa @

Indica um termo geral para cada uma das seguintes suces-
sdes, considerando que se mantém a lei de formacio. Se for
possivel encontra vérios processos que te conduzam a outros
termos gerais.

V3 1 1

9 Oy 5 —1)
Vo

b) 1,-1,1,-1,1, -1, ...
c) 0,000,
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Figura 2

Um dos grupos, apresentou o seguinte (Figura 3). Na passa-
gem da representa¢iio numérica da sucessdo para a analitica,
os alunos relacionaram a ordem com o termo e introduziram
no termo geral da dltima sucessdo a varidvel natural, como
faziam no caso das fungdes. Evidencia-se neste discurso, o
estabelecimento de conexdes com as fungdes e a elaboragio
de algumas expressdes equivalentes:

Ana: O dltimo pode ser 0 x n ou ndo é?

Carlos: Também pode ser n — n?

Relativamente & primeira sucessdo que os alunos acharam

desafiante, ocorreu o seguinte didlogo.

Filipe: Tem qualquer coisa com raiz de trés. Tem qualquer
coisa a dividir por dois, ndo?

Ana: Nio sei!

Filipe: Zero a dividir por dois, zero. Menos um a dividir por
dois, menos um meio, menos dois a dividir por dois, me-
nos um.

Carlos: Eu vou escrever qualquer coisa sobre dois.

Filipe: O que é aquela coisa nfo sei.

A conexdo com as fungdes trigonométricas apoiou o grupo
na elabora¢fio do raciocinio:

Ana: Olhem, pode ser co-seno ou seno. E tem de ser sem-
pre de 30. '

Carlos: Vou escrever: cos(30°) € igual 2 raiz de trés sobre
dois. E depois?

Numa outra turma na mesma tarefa o Afonso expds as ex-
pressdes trigonométricas,

nm
Un = COS =€ Up = cos(30°)

que traduziam a sequéncia. O Joaquim pediu para apresentar
a sua expressdo afirmando que era diferente da do Afonso.
Assim, escreveu no quadro, v, = sin(90° — 30°n). Maria
imediatamente pediu a palavra e afirmou: «Mas é a mes-

20

25 30 = B .
Niimero delados ! [

Figura 3

ma coisal» e justificou a sua convic¢io. Maria escreveu:
sina = cos(90° — a) e afirmou: «Trata-se de uma das rela-
¢Oes entre as razdes trigonométricas». Explicou a sua teoria
ajudando os colegas a reconheceram-na como tal.

Reflexdo sobre @ nossa experiancia

Observou-se que os alunos durante a realizacio das tare-
fas passam por vdrias etapas, até chegarem a representacio
simbélica. A variedade de representagdes e a ordem como
s3o utilizadas, depende do problema matematico em si e do
modo como € apresentada aos alunos. Nos problemas em
que os termos da sucessdo eram apresentados pela represen-
tagio geométrica, os alunos normalmente passavam des-
ta representaciio para a numérica e depois para a analitica.
Verificou-se em alguns casos que os alunos tentaram passar
logo da representacio geométrica para a simbélica. Se num
problema os termos da sucessdo eram apresentados através
de uma representa¢iio numérica, os alunos tinham tendén-
cia de passar para a representa¢fo analitica, elaborando em
algumas tarefas uma diversidade de expressdes analiticas por
vezes equivalentes, outras vezes ndo validas.

No estudo da monotonia da sucessdo, as representacdes
analitica e grdfica sdo as que os alunos aplicam mais vezes.
Para o estudo das sucessdes limitadas, os alunos recorrem
mais vezes as representagdes geométrica e grifica. As cone-
xdes entre estas representagdes permitiram em varias situa-
¢des obterem multiplas perspectivas do problema, chegan-
do com maior facilidade as solugdes do problema. Os alunos
que construiram estas conexdes conseguem compreender
com maior profundidade os conceitos matem4ticos.

As representacdes geométricas facilitaram o estudo da
monotonia das sucessdes e perritiram descobrir novos tipos
de relagdes, como aconteceu na Tarefa 1.

A representaciio geométrica facilita a elaboraciio dos
raciocinios, mas a mesma dever4 ser utilizada em conexfo
com outras representagdes para conseguir generalizar uma
determinada situacio problemdtica.
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A abordagem analitica das sucessdes contribuiu para
evidenciar a relagfio entre a ordem e o termo da sucessdo.
Esta representagfio, permitiu aos alunos chegarem as pro-
priedades abstractas das sucessdes. A abordagem analitica
permitiu aos alunos fazer, com rigor, o estudo da monotonia
duma sucessdo. As conexdes entre a representacio analitica
e gréfica permitiram esclarecer as dividas em relacio & mo-
notonia. E importante mencionar que a expressdo algébrica
sugerida na Tarefa 1, permitiu aos alunos estabelecerem co-
nexdes entre a representacio geométrica e a representacio
analitica dos termos da sucessdo. Os alunos compreenderam
a forma como as ideias matemdticas se inter-relacionam e
consteuiram um modelo matemdtico para as dreas dos po-
ligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunfe-
réncia de raio 1.

As maiores dificuldades apresentadas pelos alunos de-
vem-se 2 falta de integraciio dos conceitos estudados, de
construgiio de conexdes entre diversos tépicos matematicos
incluindo as vérias representagdes. Outra dificuldade mani-
festada pelos alunos foi o de se moverem de uma represen-
tagdo para a outra. A construcio de conhecimento deve ser
feita estabelecendo conexdes entre representacdes, o que
nfo se verificou no caso do Jodo, aluno que se limitava a
representagio numérica. O grupo tentou em vdrias etapas
ajudar o Jodo a superar as dificuldades, recorrendo as repre-
sentagdes verbal, geométrica ou gréfica. Algumas dificulda-
des apresentadas pelos alunos foram superadas pela an4lise
das conjecturas elaboradas, na discussdo em grupo, na turma
e também com o apoio do professor. A interacciio entre os
alunos e as conexdes estabelecidas facilitaram a ultrapassa-
gem das dificuldades.

As dificuldades apresentadas pelos alunos na construciio
de conexdes sugerem a necessidade de implementar na sala
de aula tarefas de natureza diversificada que envolvem vi-
rias representagOes e que possibilitam o estabelecimento de
conexdes entre elas. E importante também implementar ta-
refas que englobam vérios conceitos matemadticos e conted-
dos estudados que permitem a integraciio dos conceitos e
processos na constru¢o de conexdes.

Observdmos que cada aluno tem a sua prépria forma de
pensar e devemos valorizar os raciocinios de cada um, sem
ignorar as resolugdes menos comuns que, por vezes, S0 as
mais importantes. As produgdes do aluno podem fornecer
informagfio importante sobre o seu raciocinio, as dificulda-
des que ele manifesta e ainda como pode ser ajudado para as
ultrapassar. Pensamos que as aprendizagens realizadas pelos
alunos serfio essenciais para os tornar mais confiantes ao en-
frentar novos problemas.

Ao reflectir sobre a experiéncia de sala de aula acima
descrita partilhamos interrogag@es e aspectos a que vamos
ficar mais atentas. Destacamos a forma de como podemos
desenvolver nos alunos as capacidades de:

— estabelecerem conexdes entre diferentes representacdes;
— construirem as suas proprias representagdes;

— seleccionarem representages adequadas aos problemas
Propostos.

Como professoras sentimo-nos gratificadas se agora (e futu-
ramente) mais alunos nos digam o que um explicitou: Pro-
fessora, finalmente agora ja faz sentido... .

Nofa

1 Trabalho desenvolvido no 4mbito do Mestrado em Ensino da
Matemitica em 2010 da Universidade de Lisboa de Tamara
Leuca, nas turmas de Helena Paradinha, sob a orientacio de:
Professora Doutora Leonor Santos e Professora Doutora Suza-
na Napoles.
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