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O actual programa de Matemdtica A para o Ensino Secun-
dério (2003), tal como o seu antecessor directo (1995), pre-
conizam uma grande aten¢fo s conexdes na sala de aula:

«As Conexdes entre os diversos temas sdo consideradas fun-
damentais neste programa, para que os estudantes possam ver
que os temas s30 aspectos complementares de uma mesma rea-

lidade.»

E o programa chama repetidamente a aten¢fio para a impor-
tancia das conexdes. Por exemplo:

«a Geometria (...) deixa perceber verdadeiras conexdes en-
tre os varios temas da Matemdtica, da Algebra & Andlise e a
Estatistica.»

O que significa esta palavra «conexfo»? Porque aparece ela
no programa’ Trata-se de mais uma das «novas metodolo-
gias» tdo elogiadas por uns e tdo criticadas por outros?

Consultado o diciondrio Priberam da Lingua Portuguesa
encontramos como significados de conexéo, enlace ou vin-
culo entre pessoas ou entidades, ligacio, coeréncia, nexo,
analogia. Significa entfio que se estabelece uma ligacfio de
algum tipo entre dois temas matemdticos diferentes, ou en-
tre um tema matematico e um tema ndo matemadtico. Que
se pode ganhar com isso?

Um dos trabalhos mais antigos onde ericontramos refe-
réncia ao uso de conexdes matemdticas no ensino € de 1908
e foi escrito pelo célebre matemético Felix Klein, o primeiro
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presidente do ICMI-Comissdo Internacional de Instrucio
Matemitica. No primeiro volume do seu livro «Matematica
Elementar de um ponto de vista superior», logo na pagina 2
da introducio, pode ler-se:

«O meu objectivo consiste em mostrar-vos sempre as conexdes
entre problemas de diferentes dreas, o que ndo acontece de forma
suficiente na generalidade dos manuais, e, mais especificamen-
te, sublinhar a relagfio destes problemas com a matemética es-
colar.»

Esta é uma afirmacfio muito forte. Mas Felix Klein d4 vrios
exemplos concretos no seu pequeno livro, tais como

«O problema da divisio da circunferéncia em partes iguais estd
intimamente relacionado com a teoria dos nimeros, embora
seja raro que se estabeleca esta ligacio nas escolas.»

«No ensino escolar é abordada outra questio importante de
teoria dos ndmeros: o calculo de 7, durante o estudo da qua-
dratura do circulo.»

Determinar «os numeros pitagéricos» reduz-se a «analisar
o modo como a circunferéncia unitéria atravessa o conjun-
to denso dos pontos racionais, e em particular determinar
quais desses pontos contém.»

«0 aluno deve ser habituado, logo desde o inicio, & interpre-
tacio geométrica e intuitiva no plano complexo.»

E por af adiante.

i recta multifacetada

Vejamos alguns exemplos de conexdes matemdticas no En-
sino Secunddrio. O Programa de Matemdtica A sugere que:

«Se os estudantes estdo a explorar, por exemplo, um problema
de geometria poderdo estar a desenvolver a sua capacidade de
visualizar, de fazer conjecturas e de as justificar, mas também
poderfo estar a trabalhar simultaneamente com nimeros, cal-
culando ou relacionando 4reas e volumes, a trabalhar com pro-
porgBes na semelhanca de figuras ou a trabalhar com expressdes
algébricas.»

y =—-0,0037x + 0,5395
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Figura 4
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Figura 1

Com efeito, os problemas e os conceitos de Geometria sdo
uma fonte excelente de trabalho tanto geométrico como al-
gébrico como de funcdes, tanto de ligages fora da Matems-
tica. Muitos conceitos de geometria podem ser ligados uns
aos outros e a temas ndo matemdticos. Por exemplo, a pro-
porcionalidade comega logo a ser discutida no 3° ciclo e tem
indmeras ligagdes com temas ndo matemdticos. Para citar
apenas um, consideremos o Direito. No glossdrio da Uniso
Europeia pode ler-se:

«Proporcionalidade (Principio da)

(...) o principio da proporcionalidade regula o exercicio das
competéncias exercidas pela Unifio Europeia. Visa delimitar e
enquadrar a actuagfo das instituicdes da Unifio. Por forca desta
regra, a actuacio das institui¢des deve limitar-se ao que é ne-
cessdrio para atingir os objectivos dos tratados. Por outras pala-
vras, a intensidade da ac¢fo deve estar relacionada com a fina-
lidade prosseguida.»

x = 150
y = —x + 200

y =120

Figura §
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Outra definicgo:

«Principio da proporcionalidade: Modalidade indicadora de que a
severidade da sangdo deve corresponder a maior ou menor gra-
vidade da infracgéio penal. Quanto mais grave o ilicito, mais se-
vera deve ser a pena. »

Mas a proporcionalidade nfo sdo s6 nimeros ou relagdes
entre varidveis. Uma outra abordagem que se junta é a da
representacio gréfica. E a prépria representacio gréfica ja
comega a mostrar as suas grandes potencialidades de explo-
ragdo, abrindo caminho para, mais tarde, se estudarem as
fungBes em detalhe (figura 1).

Quando se estuda a equagio reduzida da recta, reapa-
rece a proporcionalidade, mas alarga-se o ambito da repre-
sentagdo matemdtica a rectas que nfo passam pela origem

(figura 2, 3 e 4).

Figura 6

A(1.7;1.4)
B(3.9;2.5)

Figura 3

Quando se estudam as funcdes, faz todo o sentido reto-
mar a geometria das rectas que agora representam relacdes
funcionais, com novas interpretagBes, mas totalmente com-
pativeis com todo o estudo anterior. Quando se chega ao es-
tudo estatistico da relagio entre duas varigveis, aparece de
novo a equagio da recta.

As rectas mostram toda a sua importancia no estudo da
programagdo linear, quando sdo as actrizes principais dos
problemas de optimizacio (figura 5).

Quando se estudam as taxas médias de variagfo, desco-
bre-se que o declive é a taxa média de variacio da funciio
respectiva, em qualquer intervalo, e que esta taxa média de
variagdo é constante e coincide com o declive da recta. Fi-
nalmente, a recta faz a sua suprema aparicio quando se es-
tudam tangentes a curvas: o declive da recta tangente ¢ afi-
nal a taxa de variagfio da fungio em estudo, no ponto de
tangéncia.

Cada vez que se estuda a recta/funcio linear/funciio
afim, tudo o que foi visto antes pode ser retomado e integra-
do no estudo que est4 a ser feito. O programa de Matemdtica
A enfatiza exactamente este aspecto:

«Uma compreensio mais profunda da Matemdtica s6 se verifi-
ca quando o estudante vé as conexdes, quando se apercebe que
se estd a falar da mesma coisa encarando-a de diferentes pon-
tos de vista.»

Geometria e Funcdes

Outros problemas ou conceitos de Geometria podem ser o
ponto de partida de conexdes interessantes. Problemas de
dreas e volumes podem facilmente fornecer essa oportunida-
de. Consideremos por exemplo o cldssico problema da caixa.
Se pretendemos calcular o volume de uma caixa sem tampa
quando a quantidade de material (cartdo, metal, etc.) & fixa-
da 2 partida, entdo n3o sabemos quais as dimensdes exactas
da caixa, e aparecem virias possibilidades (figura 6).
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Podemos usar um software de Geometria Dinamica e explo-
rar este problema, ficando com uma boa ideia das diferen-
tes possibilidades e obtendo valores aproximados dos valo-
res extremos. Mas podemos também recorrer & Algebra e a0
estudo das Fung@es. Se uma das dimensdes da base da caixa
for z e a outra y e a altura for igual a uma das dimensdes da
base, digamos z, ento o volume serd dado em fungfio de
e 1y por
V(z,y) =2y

Mas se a drea da superficie onde se vai recortar a caixa sem
tampa for um valor dado A, podemos dizer que

A=y +4zy

e assim o volume pode ser expresso em termos de uma s6
varidvel

Viy) = 3(4-?)

Podemos ndo s6 estudar esta fungio quadrética como estu-
dar o desperdicio de material

Dly) = A-;(A~?)

Se a caixa tiver tampa, entfio o problema muda completa-
mente e as funces obtidas sdo bastante diferentes. E se o
volume Vfor dado e se pretender obter uma caixa com o mi-
nimo de drea? Entfio a fungfio a estudar serd

A(z) =y +4zy = V—4+4—
; i x
que j4 ndo é uma funcgio polinomial.

E se o material disponivel ndo tiver forma rectangular
mas uma forma triangular? Simplifiquemos a situagio e pro-
curemos apenas o rectingulo de drea mdxima inscrito no tri-
angulo, suposto equildtero e de lado L (figura 7).

Como varia a 4rea do rectdngulo em fun¢io do lado?
Designiemos o comprimento do segmento AD por z. Entéo
a drea do rectangulo é dada por

A(z) = V3z(L — 2z).

Figura 8
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Nesta funcio aparece uma raiz quadrada de forma natural.
Se o tridngulo for rectangulo e pretendermos determinar o
maior valor da hipotenusa h de modo que a drea seja maxi-
ma com o perimetro P dado, em fun¢fio de um dos catetos
x, obtemos

P2 — 24P + 222

W) =——gp—g

Desta vez obtivemos uma funcéio racional. Se no problema
da caixa sem tampa quisermos determinar as dimensdes dos
lados da caixa em funcio do volume V; a fungio passa a ser

y(V)=vA—-4V

e obtemos desta vez uma funcio com radicais.

Nimeros Complexos

Os ntmeros complexos sdo também uma excelente opor-
tunidade de trabalhar as conexdes. Este tema foi escolhi-
do para encerrar o programa de Matemdtica A do Ensino
Secundério por, tal como assinalam os autores da brochura
«Trigonometria e Nimeros Complexos», os nimeros com-
plexos serem um dos temas de unificagio matemdtica por
exceléncia e contém oportunidade de, pelo menos, «quatro
conexdes principais (...): nimeros complexos e sistemas de
coordenadas, nimeros complexos como vectores, nimeros
complexos e transformagdes geométricas, geometria [ele-
mentar] e ndmeros complexos». Remeto o leitor interessa-
do para essa brochura para mais detalhes. Irei apenas referir
um par de exemplos.

As operacdes algébricas com nimeros complexos podem
todas ser interpretadas em termos de transformagdes geomé-
tricas. Por exemplo: o conjugado de um ndmero complexo
z pode ser obtido a partir de uma reflexdo de z em torno do
eixo das abcissas. Agora € fécil ver geometricamente por-
que ¢ que o conjugado do conjugado nos devolve o nimero
complexo original, obtendo-se uma visdo geométrica de um
problema que tem também uma visdo algébrica.

'
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Outro exemplo: adicionar um nimero complexo signifi-
ca efectuar uma translacfio. A figura 8 (tirada da pagina de
Internet de David Joyce) mostra como a adicio com o ni-
mero complexo z corresponde 2 translacfio segundo o vector
representado pelo nimero complexo z.

Como todas as operagdes com nimeros complexos po-
dem ser interpretadas como trahsformagées geométricas, a
resoluggio de problemas de geometria pode ser transformada
num problema de transformages geométricas que pode ser
mais fécil de resolver, e vice versa.

O vai-vem entre a dlgebra dos nimeros complexos e a
geometria elementar é muito rico e impressionante: o orto-
centro de um tridngulo cujos vértices estio no circulo uni-
tério pode ser obtido como a soma dos complexos que repre-
sentam os vértices. Multiplicar por um nimero complexo de
médulo 1 € efectuar uma rotagio de angulo igual ao argu-
mento do complexo, em torno da origem, no sentido con-
trdrio aos ponteiros do relégio. A recta que passa pelos nd-
meros complexos z e w € paralela & recta que passa pelos
nimeros complexos u e v se e somente se

z—w

Uu—v

for um nimero real. Usando nimeros complexos € facil pro-
var que o segmento que une os pontos médios de dois lados
consecutivos de um tridngulo é paralelo ao terceiro lado e
tem metade do comprimento desse lado. E por af adiante.

Exames nacionais

Os exames nacionais sdo tanto mais bem feitos quanto con-
seguem abranger mais competéncias definidas no curricu-
lo. As conexdes entre diferentes temas sdo frequentes nos
exames nacionais do 12° ano de Matemitica desde 2000,
data dos primeiros exames nacionais do programa de 1995
(que entrou em vigor apenas em 1997). Por exemplo, num
exame de 2003, pede-se para determinar a drea do poligono

[ABEG] na figura 9.

A E B

Figura 10

A drea é dada por
2(1 +senz + cosx)

e esta expressdo € usada para determinar quando a 4rea atin-
ge determinados valores. Em 2002 pede-se para determinar
o perfmetro do quadrildtero [CEAF] na figura 10.

O perimetro é dado por

2 2
tanx senz

e depois esta expressio é usada para estudar o modo como o
perimetro varia em funcfo de x.

Infelizmente ndio existem estudos que nos permitam
concluir se as conexdes mateméticas sio bem avaliadas com
este tipo de questdes e qual o grau de dificuldade que elas
apresentam para os alunos portugueses.

Conexdes no estudo PISA

As conexdes matemadticas sdo uma das competéncias abran-
gidas pelo estudo internacional PISA que ¢ aplicado pela
OCDE de 3 em 3 anos a estudantes com 15 anos (que, em
Portugal, abrange sobretudo alunos do 9° e 10° anos de es-
colaridade). Af se define conexdo como:

«conexdes — requerem a reunifio de ideias e de procedimentos
matemdticos para resolver problemas algo familiares e de reso-
lucdo directa»

Na defini¢fio da classe de competéncia 2 (intermédia) as co-
nexdes aparecem ligadas a resoluciio de problemas com a se-
guinte definicio:

«Conexdes e integragio para resolucfio de problemas — Os
processos incluidos nesta classe de competéncias fazem cone-
x0es entre linhas de contetidos e dominios diferentes e inte-
gram informaggio de forma a resolver problemas simples. Embo-
ra os problemas sejam, supostamente, ndo rotineiros, requerem
graus de matematizaciio relativamente diminutos.»
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Um dos exemplos de questdes nesta classe de competéncia
é dado pelo problema onde se pede um valor aproximado da
rea de uma figura muito irregular (na circunstancia o con-
tinente Antérctida, ver figura 11).

No estudo do PISA este item foi desastroso para os alu-
nos portugueses pois 3/4 dos alunos nem sequer responde-
ram; dos que responderam, quase todos os alunos tiveram
dificuldades em escolher figuras geométricas que lhes per-
mitissem resolver adequadamente o problema, errando a es-
timativa por mais de 3 milhdes de km? 56 2,5% dos alunos
portugueses responderam correctamente.

Conclusdo

Tal como Felix Klein defendia, o trabalho das conexdes ma-
temética faz com que «se torne mais fécil ... adquirir a ca-
pacidade que considero o verdadeiro objectivo dos estudos
académicos: a de retirar das grandes questdes cientificas que
nos sdo oferecidas abundantes estimulos e orientagBes para
o exercicio da propria actividade docente.» Para o estudan-
te, evidenciar miltiplas conexdes com outros temas, permi-
te que se consiga o «desenvolvimento das competéncias ma-
teméticas transversais, isto &, daquelas que atravessam todos
os temas e devem constituir os grandes objectivos de um
curriculo de Matemética» visto que uma compreensdo mais
completa dos temas mateméticos contemplados nos progra-
mas s6 é realmente possivel quando, através das conexdes,
os estudantes se apercebem que muitas vezes na realidade
estdo a falar de um mesmo conceito, apenas sob um ponto
de vista diverso; assim os estudantes ficam realmente prepa-
rados para resolver os novos problemas com que se enfren-
tardo. Em conclusio, tal como refere o programa de Mate-
miética A,

«A Matemdtica nas suas conexdes com todos os ramos de sa-
ber é uma contribuicio decisiva na criaggio de condigdes para a
consciéncia da necessidade da educaciio e da formaggio ao lon-

o da vida, com vista a enfrentar mudangas profissionais e as
incontoméveis adaptacdes s inovagdes cientificas e tecnol6-
gicas.»
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