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O titulo deste artigo traduz o pensamento de John von

tantes. Para além disso, reflectiu activamente sobre os
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Figura 1.[a)

Vivem-se tempos nos quais a atitude analitica merece
pouco mais que desprezo e, fascinada pelo poderio informa-
tico que entretanto alcancou, a Humanidade segue simulan-
do em detrimento de seguir pensando.

Em ocasides como estas, mais que em quaisquer outras, a
for¢a de uma afirmacgfio como a de von Neumann, joga cla-
ramente contra si mesma.

Mas, ainda que academicamente, existe possibilidade de
von Neumann estar certo e, nesse caso, nio sendo possivel
uma compreensio absoluta do «universo mateméatico» é im-
portante conhecer entre que limites essa compreensdo ocot-
re € em que grau.

Esta € uma tarefa no apenas da Filosofia da Matemati-
ca, mas também da Filosofia da Educagiio Matemética. Sim,
da Filosofia, ... ndo confundir com «burocracia».

Deixarei este empreendimento para aqueles que pos-
suem a competéncia necessdria, ocupando-me aqui, exclusi-
vamente, de expor factos que, em minha opinifio, fornecem
alguma evidéncia favoravel a correc¢iio da afirmaciio de que
von Neumann esta certo.

Vere

Nao possuindo os meios necessarios ao clculo generalizado
de dreas, os gregos desenvolveram um processo engenhoso
que lhes permitia comparar 4reas sem proceder ao seu cél-
culo explicito. Esta era precisamente a grande virtude deste
sistema: permitir falar de dreas iguais, maiores ou menores,
na auséncia de uma nogfo geral de «4rea».

O conceito fundamental envolvido no processo a que
nos referimos é modernamente designado de congruéncia por
dissecgdo. Duas «figuras» planas F} e F» sdo congruentes por
dissecgdio se é possivel decompor uma delas num ntmero fi-
nito de «sub-figuras» e rearranji-las de modo a obter a outra.
Embora se trate de uma ideia conceptualmente rica, adivi-
nha-se que a sua aplicabilidade pratica se limitasse aos casos
em que se encontrassem envolvidas «figuras simples».

Restrinjamo-nos entfio ao caso particular dos poligonos,
aproveitando para definir mais rigorosamente esta nocio de
congruéncia por dissecgdo. Dois poligonos Py e P dizem-se

A b
)
H
B F
Figura 1.[b]

congruentes por dissecciio (escreve-se Py ~ P) se for pos-
stvel decompor um dos poligonos num nimero finito de
«pegas» poligonais de modo que, transformando cada uma
dessas pecas por meio de isometrias é possivel obter o segun-
do poligono. Uma vez que as isometrias preservam as 4reas
das figuras poligonais, resulta daqui que, se P; ~ P, entfio
P; e P, tém a mesma 4rea.

A questio que se levanta é entdo: poderemos tomar esta
nocio de congruéncia por dissec¢iio como uma «definicio»
de «possuir a mesma drea»? A resposta a esta questdo nfo se-
ria dada pelos gregos.

No caso dos poligonos a resposta é afirmativa. O resulta-
do conhecido, como Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien, foi
estabelecido no inicio do Séc. XIX: dois poligonos sdo equiva-
lentes por disseccdo se e s6 se tém a mesma drea.

Este facto pode ser estabelecido de forma surpreenden-
temente simples e elementar. Comegamos por observar que,
se é possivel decompor um poligono P; em «sub-poligonos»
e rearranjé-los para obter um poligono P, o inverso é tam-
bém possivel (basta considerar as isometrias inversas para
obter P; a partir de P2). Como consequéncia deste fac-
to reconhece-se que, se dois poligonos sdo conguentes por
dissec¢iio com um terceiro entfio, sio congruentes por dis-
seccio entre si. Importa ainda observar que, para cada 4rea
dada, existe (a menos de uma isometria) um tnico quadrado
com essa drea. Assim, constatamos que, para estabelecer o
resultado de Wallace-Bolyai-Gerwien basta estabelecer que
cada poligono é congruente por dissec¢io com um quadra-
do com a mesma 4rea. Finalmente, como cada poligono ¢é
trianguldvel (ou seja, pode ser decomposto num ndmero fi-
nito de tridngulos) basta-nos mostrar que cada triangulo é
congrunte por disseccio com um quadrado da mesma drea e
que, podemos sempre rearranjar um numero finito de qua-
drados num tnico quadrado cuja drea é a soma das 4reas dos
quadrados originais.

A figura 1.(a) ilustra como um tridngulo ABC é con-
gruente por dissec¢io com um rectingulo ABEK. Obser-
ve-se que os tridngulos AJF' e JIC sdo congruentes (eles
sdo semelhantes pois tém os trés Angulos iguais e, além dis-
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s0, o comprimento do lado IC de um dos tridingulo € igual
ao comprimento do lado FJ do outro). Assim, AFJK é
um rectangulo. De modo andlogo se pode demonstrar que
G BEH é um rectangulo. Uma vez que ABEK se obtém do
tridgulo original rodando duas pegas triangulares, o tridngu-
lo inicial e o rectangufo final tém a mesma érea

Se atentarmos agora na figura 1.(b), ela ilustra o modo
como um rectdngulo é congruente por dissec¢io com um
quadrado. Considerando o rectangulo inicial ABCD com
AB =a e BC = b, desenha-se o quadrado BFEG com
lado de comprimento v/ab. E claro que o quadrado tem a
mesma 4rea do rectangulo, restando-nos mostrar que o qua-
drado se pode obter do rectingulo por disec¢io. Basta de-
monstrar que os tridngulos AIG e FCH sio congruentes, 0
mesmo se passando com os tridngulos ICD e GHE. Consi-
deramos o primeiro par, uma vez que as consideragdes para o
segundo s3o do mesmo tipo. Temos que:

HF o+ AG
C b

Atendendo a que F'C = b — v/ab obtém-se, depois de subs-
tituir na igualdade anterior e depois de eliminar denomina-
dores, a seguinte igualdade:

b(HF — AG) = ab — Vab(a + AG) =0

porque a + AG = v/ab. Daqui resulta imediatamente que
HF = AG. Como os tridingulos AIG e FCH sio clara-
mente semelhantes, da igualdade anterior podemos concluir
que s3o congruentes, como se pretendia.

[De facto, a construgfio anterior requer que no rectingu-
lo de partida, o respectivo comprimento ndo exceda quatro
vezes a largura (porqué?). Mas, dado um rectangulo arbitra-
rio, ele é sempre congruente por dissec¢fio com um outro sa-
tisfazendo esta condicio (como?).]

Finalmente, resta-nos mostrar que tendo obtido um nd-
mero finito de quadrados, os podemos reagrupar num tnico
quadrado usando apenas isometrias. Uma vez que o proces-
so pode ser iterado, no essencial, temos apenas que mostrar
como € que isso pode ser feito no caso de dois quadrados. O
método é adaptado de uma das intimeras demonstragtes do
teorema de Pitdgoras. Considere-se a figura 1.(c) onde se
exibe esquematicamente uma demonstragio do Teorema de
Pitdgoras que utiliza, precisamente, o método de dissec¢fo.
Deixam-se os detalhes ao cuidado do leitor.

Uma questfio que naturalmente surge na nossa mente &
a seguinte: pode tudo isto generalizar-se ao caso tridimen-
sional (adaptando, evidentemente, a no¢io de «congruén-
cia por dissec¢io» de modo a que as «pegas» nas quais se di-
vide um dos poliedros sejam agora elas préprias poliedros)?

-
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Figura 1.[c]

Ou seja, serd verdade que considerando poliedros em vez de
poligonos, se tem que dois quaisquer poliedros com igual vo-
lume sdo congruentes por dissec¢io?

Aparentemente nada obsta a uma tal possibilidade. A
priori, nfo existem diferencas entre as no¢des de «poligo-
no» e de «poliedro» nem entre «plano» e «espago» que o
parecam justificar.

O problema atraiu David Hilbert que incluiu, na sua fa-
mosa Lista de Problemas, a questdo de saber se um tetraedro
¢ congruente por dissec¢io com um cubo de igual volume
(terceiro problema de Hilbert).

Surpreendentemente, a resposta ao terceiro problema de
Hilbert é negativa. A resposta foi dada, ainda em 1900, por
Dehn que demonstrou a impossibilidade de um tetraedro e
um cubo serem congruentes por disseccio. A semelhanca
das demonstracdes de impossibilidade de resolugdo de cer-
tos problemas cldssicos usando régua e compasso, obtidas
como um sub-produto das investigagdes de Abel e Galois no
dominio da 4lgebra, a demonstracio de Dehn constitui um
testemunho adicional deste tipo de interac¢io envolvendo
4lgebra e geometria.

Daremos uma ideia geral da demonstracio mas, co-
mecaremos com algumas consideragdes preliminares. Se
A={zy,...,2z,} é um conjunto finito de ndmeros re-
ais, denotamos por V(A) o conjunto de todas as somas
@171+ + GnTy, €M que 0S NUMETOS q1, . . . , Gp, SAO tO-
dos racionais. Uma fungfio f : V(A) — R é aditiva se satis-
faz as duas condigBes seguintes:

1. flzx+vy) = f(z)+ f(y), para quaisquer z,y € V(A);
2. f(qz) = qf(z) para quaisquer ¢ € Q e z € R.

Em cada poliedro, cada aresta resulta da intersec¢fio de duas
faces, por sua vez incluidas em planos bem determinados, es-
ses planos determinam um angulo que se designa de dngulo
diedral do poliedro na aresta referida.

Considerando agora um poliedro P, suponhamos que A
¢ um conjunto de nimeros reais que inclui os 4ngulos die-
drais de P que s#o, digamos, a1, ..., o, bem como o ni-
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mero 7. Se f : V(A) — R é uma funcio aditiva verificando
f(7) = 0 entdo, o invariante de Dehn de Pem f, denota-se
por d7(P) e éondmero, §£(P) =l f(a1) + -+ + lp f (o),
onde cada [; é o comprimento da aresta correspondente ao
angulo «;. (Existe uma forma de definir este invariante mais
«universalmente», evitando a referéncia as diferentes fun-
¢Bes aditivas f como acima. Isso passaria por considerar o
invariartte como um elemento do produto tensorial de certos
espagos vectoriais. Este é, contudo, o género de detalhe que
tentaremos evitar aqui.)

O teorema de Dehn-Hadwiger estabelece entfo que, da-
dos dois poliedros Pe @, se A é um conjunto de niimeros re-
ais contendo os angulos diedrais de Pe ), assim como o ni-
meromese, f: V(A) — R é uma funcio aditiva que satifaz
f(m) = 0 de tal modo que os invariantes-de Dehn 6¢(P) e
d7(Q) sdo diferentes entdo, Pe @ ndo sdo congruentes por
dissecciio.

A demonstragio deste resultado usa de forma essen-
cial uma caracteristica fundamental dos invariantes de
Dehn designadamente, se P se pode decompor num nd-
mero finito de poliedros P = P; + P, + -+ - + P, entio
07(P)=6¢(P1)+ -+ 6¢(Py). Por outro lado, as isome-
trias do espago nfo alteram os invariantes de Dehn, sendo
por isso fcil concluir que no caso de se ter §¢(P) # §¢(Q)
nfo se pode ter P ~ Q.

Podemos agora verificar que se T e C sfo, respectiva-
mente um tetraedro regular e um cubo, com o mesmo volu-
me entfo, podemos definir uma fungio aditiva f para a qual
se tem 0¢(T') # 6¢(Q).

Os angulos diedrais do cubo s3o todos iguais a /2 en-
quanto que os angulos diedrais de um tetraedro regular sdo
todos de @ = arccos(1/3) ~ 70.53°.

Consideremos entdo A = {a, 7/2,7}. Observe-se que
V(A) = v({a,7}) uma vez que V(A) = V({a, 7})

Qo+ q@(r/2) + gsm = qra + (g2/2 + g3)m

sendo ¢2/2 4 g3 um ndmero racional. Tendo isto em
conta, definimos a fungio f:V(A) —» R através de
flqra + gam) = q1. (Pode mostrar-se que esta funciio esta
bem definida e é aditiva.) Sem perda de generalidade vamos
imaginar que a aresta do cubo C mede uma unidade e va-
mos denotar por [ o comprimento das arestas do tetraedro
que tem também volume igual a uma unidade. Calculemos
os invariantes de Dehn para C' e T nesta funciio f que aca-
bamos de definir. Tem-se que

54(C) =12 x f(n/2) = 12 x %f(w) 1,

No que diz respeito ao tetraedro temos:

§4(T) = 6Lf (o) = 61 0.

Figura 2. A @rea colorida representa o erro comefido

Aplicando directamente o teorema de Dehn-Hadwiger con-
cluimos que um tetraedro e um cubo de volume igual nfo
sfo congruentes por dissec¢io.

A titulo de curiosidade refira-se que o teorema de Dehn-
Hadwiger tem uma verséo forte, o denominado teorema de
Dehn-Sydler que estabelece essencialmente que a igualdade
dos invariantes de Dehn de dois poliedros de igual volume
¢ uma condigfio necessdria e suficiente para que sejam con-
gruentes por disseccio.

De qualquer forma nfo deixa de ser surpreendente que
uma nogio que parecia tdo préxima de caracterizar a ideia
de «drea», no caso do plano, possa falhar idéntico propésito
no caso do espago, de forma tio estrondosa.

A matemadtica actual é fundada num dominio conheci-
do como teoria de conjuntos. Este processo que temos dis-
cutido ao longo do artigo, em que se encontram envolvidos
processos de decomposiciio de certos conjuntos particulares
do plano ou do espago, pode ser generalizado.

Uma dessas possibilidades passa por ndo ser tio res-
tritivo nas «pecas» que intervém na decomposi¢io. Dois
conjuntos (arbitrérios) de pontos do espaco, A e B di-
zem-se equidecomponiveis se A e B s3o reunides de con-
juntos Ai,...,A, e Bi,...,B,, respectivamente, onde
os Ai, ..., A, sio disjuntos dois-a-dois, o mesmo suceden-
docom os By,...,B, eparacada i = 1,...,n existe uma
isometria do espaco G; tal que B; = G(4;) ou seja, B; éa
transformada de A; pela isometria G;).

Usando esta nova nogfio o terceiro problema de Hil-
bert passa a ter uma soluciio positiva. De facto, um tetrae-
dro e um cubo de igual volume sfo equidecomponiveis. Mas
ndo devemos «cantar vitéria» demasiado cedo. Afinal, esta
generalizagio .tem também ela consequéncias imprevistas
que se traduzem no enunciado da denominada forma for-
te do paradoxo de Banach-Tarski — Se A e B sio dois con-
juntos limitados de pontos do espago, com interior néo va-
zio (este é o caso de quaisquer poliedros) entdo A e B sdo
equidecomponiveis.
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Figura 3. Apds refinar a cobertura e eliminando os rectdngulos
coloridos com a cor mais escura, o erro comefido & menor

A consequéncia deste resultado é tudo menos intuitiva:
podemos decompor um berlinde num niimero finito de pegas e,
usando apenas isometrids, rearranjar essas pecas de modo a ob-
ter uma esfera do tamanho do Sol.

O resultado anterior requer, de modo essencial, a utili-
za¢do do denominado axioma da escolha na respectiva de-
monstracio. Trata-se da assercéio segundo a qual dada uma
familia X de conjuntos nfo vazios, existe uma funcio (dita
«de escolha») com dominio a famflia X e tal que para cada
X € X setem f(x) é um elemento de X (por isso se diz que
f «escolhe» um elemento de cada X € X).

O axioma da escolha afirma algo que generaliza uma si-
tuacio evidente no caso finito e, a priori é dificil antever
consequéncias tdo contra-intuitivas como aquelas anterior-
mente observadas, designadamente a impossibilidade de ob-
ter uma nocfo geral de medida que, estenda naturalmente
os casos conhecidos envolvendo comprimentos, dreas e vo-
lumes. Por outro lado as vantagens que decorrem deste axio-
ma no que diz respeito a0 modo como «organiza» o universo
de conjuntos sdo de tal ordem, que prescindir deste axioma
ndo parece ser, actualmente, uma verdadeira opcao.

O que vimos aqui é que uma abordagem & nogio de me-
dida, usando uma perspectiva geométrica ou mesmo uma sua
variaciio conjuntista ndo sdo possiveis em geral, ou quando
a generalidade parece ser suficiente, a caracteriza¢io encon-
trada parece ser totalmente insatisfatéria.

Mesmo outro tipo de generalizagtes, sendo dteis, nfo
deixam de desafiar a nossa compreensio. Uma delas é a de-
nominada medidade Lebesgue. Ilustraremos a constru¢iio no
caso do plano. (As necessirias adaptacdes para o caso da
recta real ou do espaco sdo evidentes.) Considerando um
conjunto arbitrario (limitado) de pontos do plano A4, dire-
mos que uma familia C de rectdngulos é uma cobertura de
A se os rectAngulos em C s6 se intersectam, eventualmente,
nas suas fronteiras e, a unifo de todos os rectdngulos em C
contém o conjunto A (figura 2).

Figura 4. Aproximagdo por «defeito»

Se C ¢é finito, a soma das dreas dos seus elementos forne-
ce imediatamente uma aproximacfio (por execesso) daquilo
que intuitivamente identificamos como a «drea de A» e que
denotamos por m(C). No caso em que C contém infinitos
rectangulos podemos ainda assim definir o valor m(C) como
sendo o supremo do conjunto,

{m(F) | F Cc Ce F éfinito}.

(O supremo de um conjunto X é o menor valor a que satisfaz
x < a para qualquer z € X.)

Deste modo, e em qualquer caso, m(C) é uma estimati-
va por execesso do que entendemos como sendo a «drea de
A».

Se m(C) é uma estimativa por excessso, e é realmente
excessiva, entdo subdividindo os rectangulos em C e elimi-
nando os novos rectdngulos que no contém pontos de A,
obtemos uma nova cobertura de A, que denominamos C’
para a qual se tem m(C’) < m(C), ou seja, para a qual o erro
cometido na avaliacfio da drea é menor (figura 3).

Estas consideragBes sugerem que se considere definir
como a medida exterior de A, o menor valor (em rigor o in-
fimo) entre os m(C) onde C varia entre todas as possiveis
coberturas de A. Pode mostrat-se que esse valor existe sem-
pre. Denotamo-lo por p*(A).

Claro estd, que aproximar a drea de A, por defeito, con-
siderando familias de rectdngulos cuja unifio estd contida
em A (ao invés de conter A [figura 4]) origina uma constru-
¢do igualmente natural (desta vez devendo nds escolher o
maior [em rigor o supremo] dos valores m(€), onde € varia
entre estas novas familias de rectdngulos). Esse valor existe
sempre e iremos designé-lo de medida interior de A, denotan-
do-o por . (A).

Como se disse, ambas as aproximagGes a drea de A pa-
recem naturais, pelo menos, nenhuma é mais natural que
a outra. De facto, parece até muito razodvel esperar que

pr(A) = p(A).

Maio | Junho || 2010




12

Todas estas consideragBes se adaptam de modo imediato
a recta real (substituindo o papel dos rectingulos pelo dos
intervalos). Neste contexto, denotamos por () a familia
de todos os X C R para os quais se tem p*(X) = . (X).
Se X € M(u) dizemos que X é mensurdvel e, em lugar de
escrevermos p*(X) ou p.(X) escrevemos simplesmente
w(X), que se denomina a medida de X.

Permitird esta construgdo fornecer uma medida para
qualquer subconjunto de R? A sua naturalidade, elegin-
cia e até simetria, sugerem que sim. Ao préprio Lebesgue
nfo passaria pela cabeca que assim ndo fosse. S6 isso justifi-
ca a sua reac¢io extremamente negativa quando, em 1905,
Giuseppia Vitali estabeleceu a existéncia de conjuntos que
nfo sdo mensurdveis. Lebesgue falou entdo da natureza in-
trinsecamente contraditéria do axioma da escolha (uma vez
que este axioma tem um papel decisivo na demonstracsio de
Vitali).

Conclusio

A verdade é que Lebesgue estava errado, nfo existindo nada
de particularmente contraditério no axioma da escolha.
(Godel demonstraria trés décadas mais tarde a consisténcia
do axioma da escolha relativamente aos restantes axiomas
da teoria de conjuntos.) No que diz respeito 4 nogio de me-
dida, nfio h4 nela nada que impega uma total generalizacio
a todos os subconjuntos de R. Foi demonstrado por Solo-
vay, que na auséncia do axioma da escolha é consistente ad-
mitir que todos os conjuntos de reais sio mensuraveis.

O que h4 aqui de estranho, se assim se pode dizer, é que
nfo € possivel generalizar estes dois tipos de nogiio em si-
multineo, por mais naturais que essas generalizagdes possam
parecer.

Assim, um entendimento pleno, num sentido quase me-
tafisico, destes conceitos, ou pelo menos do modo como in-
teragem, parece dificil de alcancar.

’

Qutros exemplos poderiam ser acrescentados, talvez o
mais notédvel seja a extraordinaria incapacidade da matem4-
tica para descrever as propriedades dos niimeros reais, afinal
de contas, de descrever uma estrutura fundamental da pré-
pria Matemdtica.

Ao contrdrio da estrutura dos niimeros reais, a estrutura
da aritmética € razoavelmente bem conhecida. N#o obstan-
te a nogdo de nimero ter nascido com a prépria matemadtica
(certamente numa concepcio rudimentar) a verdade é que
s6 milénios passados, um outro Giuseppe, mais precisamen-
te Giuseppe Peano, isolou um sistema axiomdtico capaz de
caracterizar essa estrutura de modo satisfatério. Este foi o
tempo que demorou o entendimento razodvel de uma das
mais simples estruturas matemdticas.

A Matemidtica nfo é um empreendimento terminado.
Mas ndo € o facto de ainda existirem teoremas por estabe-
lecer que dificulta essencialmente o seu entendimento. Pre-
cisamente porque muitos aspectos ndo podem ser decididos,
a Matemadtica terd que permanentemente incorporar novos
e poderosos axiomas que estabelecam essas decisGes. Neste
ponto a convicgio serd de pouco valor. Esta nfo é necessa-
riamente uma fraqueza ja que, parafraseando Nietzsche: «As
convicgBes sdo inimigas mais perigosas da verdade do que as
mentiras.»

fintdnio M. Fernandes
Dep. Matematica
IST
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