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Introducao

O conceito de fungio é, talvez, um dos mais importantes
com que os alunos tém de lidar no 3.° Ciclo do Ensino B4-
sico. Sendo um conceito facil de concretizar, é no entanto,
um dos poucos conceitos abstractos com que os alunos se
irdo deparar neste nivel de ensino. No novo programa, que
ja estd a ser implementado em algumas zonas do pafs, pode
ler-se que:

«funciio € estudada essencialmente como relaciio entre varid-
veis embora também seja apresentada como correspondéncia
univoca entre elementos de dois conjuntos. Sdo fundamentais
as vérias representacdes (algébrica, grafica e tabular) de uma
fungdio na interpretagiio e resolugfio de problemas e na modela-
¢io de situagdes.» (DGDIC, 2007, p. 62)

Sendo este um conceito estruturante para qualquer aluno
que queira prosseguir estudos no ensino secundério efou no
superior, € necessdrio que o conceito seja introduzido de tal
modo que seja completa e correctamente interiorizado pelos
alunos. Neste artigo damos conta da nossa experiéncia leva-
da a cabo em duas turmas do 8.° ano de escolaridade, recor-
rendo, de um forma muito informal, 2 teoria de grafos, como
ferramenta auxiliar (Feiteira e Pires, 2007), com o fim de
levar os alunos ao conceito de fun¢fo através de um exem-
plo lddico. Postas as referidas duas turmas perante a mesma
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e funcao — uma abordagem

questdo inicial, quantos jogos se realizam num torneio com
n equipas, pretendiamos analisar quais as estratégias esco-
lhidas por cada turma e qual o grau de autonomia que as
turmas ef/ou os alunos individualmente demonstrariam. A
nossa questiio principal era verificar até que ponto os alu-
nos, através deste exemplo seriam capazes de, naturalmen-
te, chegarem ao conceito de funcio, ou se, pelo contrério,
teriam que ser guiados até ele.

fis furmas

As duas turmas em que o estudo se realizou, que a partir da-
qui se designarfio por turma 1 e 2, sdo bastante diferentes
quer em ntimero de elementos, quer em aproveitamento es-
colar. A turma 1 tem cerca de 20 alunos, é uma turma bas-
tante homogénea e soliddria cuja composi¢io se mantém
praticamente inalterdvel desde o 6.° ano de escolaridade,
tendo um aproveitamento médio satisfatério. Por seu tur-
no, a turma 2 é constitufda por 28 alunos sendo de composi-
¢do muito heterogénea, uma vez que se integraram 11 novos
alunos na turma desde o inicio do ano lectivo, dos quais 8
estdo a repetir 0 8.° ano de escolaridade. O aproveitamento
da turma 2 é significativamente inferior ao da turma 1.

Ambas as turmas beneficiam da continuidade pedagégi-
ca em rela¢fio ao ano lectivo anterior.
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Figura 1

Figura 2

0 problema”

Sendo ambas as turmas maioritariamente constituidas por
alunos do sexo masculino, um tépico que gera entusiasmo
é o futebol. Exemplos baseados no mundo futebolistico pro-
vocam sempre uma elevada adesdo ao trabalho da maioria
dos alunos. Tentando tirar partido desta realidade, propu-
semos, no inicio das aulas dedicadas ao estabelecimento do
conceito de fungo, o seguinte problema:

Uma associagfio de estudantes de uma escola pretende organi-
zar um campeonato de futebol. Cada equipa joga apenas uma
vez com cada uma das outras equipas. Quantos jogos se irdo re-
alizar, no total, se se inscreverem 5 equipas? (adaptado de Pires

e Kravchenko, 2007).

Comegamos com um exemplo em que o niimero de equipas
€ pequeno para permitir que a maioria dos alunos se mante-
nha motivado na procura de uma solucfio. Com efeito, como
neste problema, o nimero de jogos aumenta de uma forma
bastante répida 2 medida que o nimero de equipas aumenta,
um nimero maior de equipas poderia levar 4 desmotivacio
dos alunos por serem incapazes de fazer os cdlculos.

A resposta a este problema aparece naturalmente mo-
delando a situagfio através de um grafo completo e da apli-
cago do Lema dos apertos de mao. Ora os alunos nfo co-
nhecem sequer o conceito de grafo, pelo que n#o seria de
esperar que seguissem esse caminho.

A figura 1 é uma representacio do grafo que modela a
situacfio descrita no problema proposto, em que se represen-
tam as equipas por vértices e 0s jogos entre equipas por ares-
tas. Como cada equipa joga com todas as outras apenas uma
vez, em cada vértice incidem 4 arestas, correspondentes aos
quatro jogos que cada equipa faz. Em linguagem de grafos di-
riamos que todos os vértices tém grau 4.

Esta propriedade pode desempenhar um papel impor-
tante na determina¢fio do nimero de jogos. Para descobrir
esse ndmero podemos contar directamente no grafo o nd-
mero de arestas ou, como ha 5 vértices de grau 4 e quando se
somam os graus temos cada aresta contabilizada duas vezes,
basta fazer (5 x 4)/2 = 10 jogos.

E de salientar que o grafo que modela esta situagfio pode
modelar muitas outras, como por exemplo, o nimero de

. abragos que ddo 5 amigos ou o nimero de telefonemas que

estes fazem entre si.
Voltando ao problema proposto, verifica-se que estamos
perante uma relagfo unifvoca entre duas varigveis: ndmero
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Figura 3

de equipas e nimero de jogos a realizar. O objectivo prin-
cipal da introdugfio deste problema como seria de esperar,
é que os alunos concluam que a relacfio entre o nimero de
equipas e o nimero de jogos é univoca sendo, portanto, uma
funcio e, a partir daf, explorar as diferentes formas de repre-
sentar uma funcio (diagrama sagital e tabela), o objectivo
secunddrio € o de introduzir e distinguir convenientemente
a nogfio de varidvel dependente e independente.

Turma 1

Quando apresentdmos o problema nesta turma fez-se um
enorme e constrangedor siléncio. De repente um dos alu-
nos, que nem é dos melhores, exclamou: Jd sei 20 jogos!

De seguida, outros niimeros foram sendo lancados, 25,
12, 10...10, 10. Antes que a situaciio se descontrolasse, es-
colhemos dois alunos para explicarem o seu raciocinio a tur-
ma. Acompanhemos os didlogos:

Aluno 1: A minha equipa nio pode jogar contra ela prépria,
faz 4 jogos. Com as outras d4 20. 5 x 4 = 20.

Aluna 2: N3o, nfo é assim.
A aluna desenhou a figura 2 no quadro da sala.
Professor: O que representam as linhas e as letras?

Aluna 2: As letras sdo as equipas. As linhas quer dizer que
[aponta para o quadro] este joga com este.

Professor: Como € que sabes quantos jogos se irfo realizar?

Aluna 2: Conto. [aponta para as linhas que acabara de de-
senhar]

Uma outra aluna pede para intervir e apresenta o seguinte
esquema de contagem (figura 3)

Aluna 3: Agora conto. 4 + 3 + 2 + 1 = 10 jogos [a aluna
exemplificou no quadro como devia contar 0 ndmero
de jogos].

Ambas as alunas chegaram 4 mesma concluso usando pro-
cessos de contagem diferentes. A primeira aluna, sem disso
ter consciéncia, modelou a situagfio através de um grafo, o
que Ihe facilitou a contagem do ndmero de jogos. A segun-
da aluna utilizou uma técnica de contagem bastante seme-
lhante & que se usa em probabilidades ao nivel do 12.° ano
de escolaridade. O aluno 1 ndo desarmou e continuava a
afirmar que a resposta dele deveria estar certa, mas peran-
te as evidéncias aceitou a resposta das colegas embora nfo
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Figura 5

Figura 4

percebendo porque ndo chegava ao resultado certo. Nesta
altura pedimos ao aluno para no desesperar e, antes de lhe
explicarmos porque a sua resposta estava errada alterdmos
os dados do problema: E se forem 6 equipas a inscreverem-
se? Ou 8 equipas?

Novamente um pouco de siléncio. A turma divide-se no
processo de resolugio, uns quantos alunos seguem o esque-
ma da aluna 2, outros o esquema da aluna 3. O mesmo aluno
que apresentara o niimero 20 como solu¢fio volta a intervir:
30 jogos no primeiro caso e 42 jogos no segundo caso.

Aluno 4: «T4» mal. Sfo 15 jogos e 21 jogos. Fiz o desenho
edd15e21.

Este aluno usou a mesma estratégia que a aluna 2 tinha usa-
do no caso de 5 equipas (figura 4) embora tenha modifica-
do a disposicio espacial das equipas. Note-se que para faci-
litar a contagem de jogos o aluno usou cores diferentes para
cada equipa. Quanto questionado sobre o porqué desta mo-
dificaciio disse que assim, desta forma, era mais facil contar
as linhas (jogos). Entretanto, o aluno 1, ndo desiste e volta
a carga.

Aluno 1: E sempre metade do que disse. Assim é facil. Mul-

tiplico e divido por 2... d4 sempre certo.

Professor: Multiplicas o qué?

Aluno 1: Ndmero de jogos vezes nimero de jogos menos

um. 6 X 5 = 30. Metade de 30 d4 15. «Té» certo.

De uma forma, ndo muito dificil, alguns elementos da tur-
ma chegaram & conclusdo de qual seria o niimero de jogos,
modelando a situaciio através de um grafo. Conseguiram in-
ferir e generalizar o nimero de jogos para qualquer nimero
de equipas, obtendo a expressdo que d4 o nimero de jogos
para um ndmero

n(n —1)

3 ,Vn € N.-

Embora nfo tivéssemos formalizado e explicitado a expres-
sdo que nos fornece o nimero de jogos, o aluno 1 verbali-
zou-a de uma forma bastante aceitdvel para a faixa etdria em
questdo. Interessava mostrar agora porque raziio o aluno 1
falhou no inicio. Este aluno estava a considerar que A jogar
com B e B jogar A eram jogos diferentes e, portanto, dupli-
cou o nimero de jogos. Dito de outra forma, o aluno nfo
percebeu que a relacio «jogar com» € simétrica, o que fazia

com que estivesse a contar duas vezes o mesmo jogo quando
estes jogos s3o na realidade um sé.

Turma 2

Como j4 esperdvamos que nesta turma fosse mais dificil res-
ponder ao problema inicial reduzimos de 5 para 4 o ndmero
de equipas. O nosso intuito era facilitar o trabalho caso fos-
se necessdrio conduzir a turma para a solugdo. Inicialmen-
te esta turma reagiu da mesma forma que a turma anterior.
Uma chuva de nimeros completamente dispares foram sen-
do atirados como resposta ao problema. Uma vez que os alu-
nos ndo conseguiam determinar correctamente o nimero
de jogos, nem pareciam motivados para parar e pensar, de-
senhdmos os «esquemas» da figura 5 para facilitar a compre-
ensio do problema.

Identificdimos os pontos com o nimero de equipas e as li-
nhas com o nimero de jogos. Neste ponto os alunos co-
mecaram a demonstrar alguma compreensdo e encontraram
sem grandes dificuldades o nimero de jogos para 2, 3, 4 ou
5 equipas. Ao lado colocdmos uma tabela que resumia a si-
tuacdo anterior.

N.° equipas 2 3 4 5
N.° jogos 1 3 6 10

Conviddmos entdo os alunos a descobrirem o niimero de jo-
gos no caso de haver 6 equipas inscritas. A turma dividiu-se
em dois resultados: 14 jogos ou 30 jogos. Intrigados com a
origem do valor 14 pedimos ao grupo que tinha chegado a
esse resultado que explicasse como o tinha obtido. Tratava-
se de uma tentativa errada de encontrar uma regularidade
na sequéncia. O valor 30 j4 era por nés esperado. Convidd-
mos entdo os alunos que tinham obtido 30 jogos a testarem
a sua ideia no caso de 5 equipas inscritas. Finalmente um
dos alunos concluiu que o nimero de jogos era metade da-
quilo que tinham previsto, e que o mesmo se verificava em
todos os casos considerados. Finalmente a turma tinha che-
gado aonde pretendiamos.

Nesta abordagem revelou-se fundamental comecar com
um nimero bastante pequeno de equipas inscritas para que
os alunos entendessem realmente o cerne do problema, e,
em seguida, ir aumentando gradualmente o ndmero de equi-
pas, para que assim lhes fosse mais fécil inferir uma expres-
sdo analitica para a resposta ao problema.
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Figura 6

0 conceifo de funcdo

Depois das 2 turmas terem chegado ao mesmo ponto in-
troduzimos os conceitos de varidvel independente e depen-
dente. Uma das vantagens nesta abordagem é que os alunos
aceitam muito facilmente, confirmando empiricamente,
que o ndmero de jogos depende sempre do nimero de equi-
pas inscritas, como mostra a Gltima tabela. Uma vez aceite
este facto, foi fécil verificar que para cada nimero de equi-
pas existe um e um s6 ndmero de jogos. Esta foi a altura ide-
al para definir formalmente o conceito de fungio, dominio,
contradominio, objecto e imagem de uma funcio, recorren-
do sempre ao problema que tinhamos resolvido.

De seguida representdmos a funciio sob a forma de um
diagrama sagital, definindo A como conjunto partida e B
como o conjunto chegada da relaciio, que neste caso, ird
coincidir com o contradominio da funcio (figura 6).

Enfatizdmos ainda que o diagrama sagital e uma tabela
sdo apenas diferentes formas de representar uma mesma fun-
¢do. Neste ponto, um dos alunos teve a seguinte afirmacio
curiosa:

Professor, isso é como ver as repeti¢des de um [mesmo] golo
com cAmaras diferentes!

filgumas conclusoes

Esta abordagem ao conceito de fungio ofereceu uma opor-
tunidade aos alunos de criarem as suas préprias representa-
¢des sobre o conceito de fungdo, ndo ficando presos as re-
presentagdes do professor, embora na turma 2 o trabalho dos
alunos tivesse que ser orientado nesse sentido. Na turma 1,
depardmo-nos com uma diversidade de resolucdes que néo
esperdvamos encontrar. De salientar o facto curioso de na
turma 1, os grafos terem sido uma das formas naturais de
modelar a situagio. Os grafos também surgiram, na turma
2, como facilitadores e intermedidrios na resolucio do pro-
blema proposto, pese embora o facto de esta abordagem ter
aparecido sob orienta¢fio do professor. Apesar da abordagem
ter sido sugerida pelo professor, a turma reagiu bastante bem
aos estimulos e continuou o trabalho a partir daf.

Abrimos aqui uns parénteses para lembrar a oportuni-
dade de introduzir conceitos elémentares de grafos nos con-
tetidos do 3° ciclo do ensino bdsico, como temos vindo a
defender noutras oportunidades. De facto, embora sem for-
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malizar os conceitos relacionados com teoria de grafos, esta
pode fornecer estimulos para o desenvolvimento do traba-
lho dentro da sala de aula. Pode ainda permitir a modelaciio
matematica de situagSes da vida real, sem que haja necessi-
dade de proceder a simplificacdes que fazem com que a re-
alidade se perca, dando origem a problemas que se podem
resolver com o auxilio de algoritmos bastante intuitivos. A
introducfio de temas de teoria de grafos abriria a possibi-
lidade de desenvolver aprendizagens realmente significati-
vas — que é um dos pontos centrais do actual curriculo do
3.° Ciclo — do ponto de vista dos alunos, uma vez que tem
potencial para resolver problemas praticos e reais ligando a
Matemdtica & experiéncia pessoal do aluno (Feiteira e Pires,
2007).

A forma como a turma 1 obteve a generalizacio do re-
sultado para qualquer niimero de equipas também foi bas-
tante interessante. Por via do didlogo entre os alunos e
efectuando uma andlise, nfo muito sofisticada, nem exaus-
tiva, os alunos inferiram a expressdo analitica que modela a
questao.

Sendo o futebol uma temadtica que faz parte da vida dos
alunos, teve um papel fundamental, como factor de motiva-
¢fo, para que os alunos se empenhassem na procura de uma
solucfo.

Assim, vemos como um problema simples serviu de pon-
to de partida aos alunos, mais ou menos orientados pelo pro-
fessor, para chegarem ao conceito de funcio como relacio
univoca entre duas varidveis uma dependente (o ndmero de
jogos) e outra independente (o niimero de equipas), permi-
tindo ainda apresentar as diferentes formas de representar
uma fungo.
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