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Que resposta dar a Carolina?

Eduardo Veloso

Os colegas que gerem o Pergunta Agora — um servigo de
consultério matemiatico online oferecido pela APM a pro-
fessores e alunos —, pediram-me para responder a seguin-
te pergunta da Carolina, uma aluna do terceiro ciclo (12
anos):

Porque é que o baricentro divide uma mediana em duas partes em
que uma é o dobro da outra?

Tenho sempre prazer em tentar responder a este tipo de per-
guntas, pois aprende-se sempre qualquer coisa e é estimu-
lante ver alunos (e colegas) curiosos em perceber a razdo
das coisas e niio apenas como se faz isto ou aquilo. Mas no é
facil escolher a resposta adequada, pois desconhece-se em
geral um conjunto de factores importante: conhecimentos
anteriores de quem pergunta, maturidade do aluno ou alu-
na que faz a pergunta, motivagdes para fazer uma pergunta
especifica, etc.

Duas respostas

Pensei numa resposta a dar, redigi uma primeira versdo
e enviei para critica aos colegas do Grupo de Trabalho de
Geometria da APM e a outros colegas que sei que gostam
destas coisas. E a Resposta a Catarina — versdo A (ver caixa).
Como néo gostava muito desta minha primeira resposta, por
razdes que explicarei mais 2 frente, fui fazer uma pesquisa na
Web. Encontrei, ao consultar os arquivos do Ask Dr. Math,
um servico semelhante do Math Forum, que nos inspirou
— a mim, a'Alexandra Pinheiro e ao Fernando Nunes —,
no saudoso grupo de trabalho da Internet, a criar o Pergunta
Agora, uma resposta que, por razdes que também darei a se-
guir, me pareceu melhor estruturada, e resolvi seguir essa
estrutura e redigir uma segunda versdo (Resposta a Carolina
— versdo B, ver caixa). Acabei por enviar esta versio como
resposta do Pergunta Agora, pois me parecia definitivamen-
te melhor que a primeira que tinha imaginado. Enviei tam-
bém para criticas aos mesmos colegas a quem tinha enviado
a versdo A. Da Carolina nio tive qualquer reac¢fio. Algum
tempo depois, discutimos as duas respostas numa reunifio do
GTG. Mais do que relatar o que discutimos — sem chegar
naturalmente a qualquer conclusdo definitva —, esta nota
destina-se a suscitar a reflexfio dos nossos leitores sobre esta

questdio: se um dos vossos alunos vos fizesse aquela pergunta,
qual vos parece a melhor resposta? Porqué? Que conheci-
mentos anteriores dos vossos alunos poderiam ser tteis para
facilitar essa escolha? Que lacunas tem, a este respeito, o
ensino da geometria? Como poderia ser melhorado? Parece-
nos que uma tal reflexio pode ter utilidade para o nosso de-
senvolvimento profissional sobretudo se tiverem a paciéncia
e generosidade de enviar para a revista resultados dessa re-
flexdo, embota infelizmente isso nfo seja muito habitual nos
leitores da Educacdo e Matemdtica (que até tem uma secgio
dedicada e essas reacgdes. .. ).

Estrufura e fundamento das duas respostas

Sabemos qué depois do disparate que se fazia antigamen-
te de obrigar os alunos a decorar, na maior parte dos casos
sem perceber, as demonstragdes de muitas proposi¢des dos
Elementos de Euclides, passou-se para o extremo oposto em
que praticamente, salvo alguns pequenos argumentos isola-
dos, os alunos passam ao lado da demonstraciio, que deveria
ser uma base fundamental do estudo da matemdtica, em par-
ticular da geometria. Mas, precisamente, o que a Carolina
estd a perguntar é como se demonstra que «o baricentro di-
vide uma mediana em duas partes em que uma é o dobro da ou-
tra». Portanto, se queremos responder a Carolina, teremos
que incluir, obviamente, demonstragdes na resposta a dar.
Além disso, para quem acredita que o principal objectivo
do ensino da Matematica no ensino bdsico e secundério € a
progressiva compreensdo da natureza da matemdtica como
ciéncia, deve tudo fazer para que os alunos possam ir intuin-
do, a partir de alguma pratica — como por exemplo do que
é explicado nestas respostas — que para demonstrar alguma
afirmaciio temos que partir de outras que admitimos como ver-
dadeiras. Por outras palavras (que nfio sdo empregues, evi-
dentemente, no didlogo com os alunos) a verdade em mate-
mdtica é relativa. -

Como se vé pelo modo como estéd formulada a pergunta
da Carolina, estamos a admitir que aceita como verdadei-
ro o facto de que existe um ponto, o baricentro, que per-
tence as medianas de um tridngulo e que o que se pretende
demonstrar é que esse ponto divide cada mediana em duas
partes, na propor¢io de um para dois.

Educacdo e Matematica | nimero 107



Respost d Carolina: Versao A

1. 0 que & uma mediana?

Mediana é o segmento que num tridngulo une um vértice com o ponto
médio do lado oposto. Assim, o segmento C'D é uma mediana do tridn-
gulo ABC (fig. 1). Como todo o tridngulo tem trés vértices, tem sempre
trés medianas (fig. 2).

2.0 que & o baricentro?

Repara que no tridngulo ABC as trés medianas encontram-se num
mesmo ponto, a que chamei G. Isso ndo acontece por acaso. As media-
nas de qualquer tridingulo encontram-se sempre num mesmo ponto. Vé
na figura 3 quatro exemplos de tridingulos diferentes e nota que as me-
dianas se cruzam sempre no mesmo ponto.

Mas como h4 infinitos tridngulos, quatro exemplos ndo chegam
para termos a certeza que a afirmaciio «as medianas de um tridingulo en-
contram-se sempre num mesmo ponto» € verdade, ou seja é um teore-
ma da matemdtica. E preciso demonstrar essa afirmaciio, o que estd ja
feito em muitos livros... Mas se vamos demonstrar tudo nesta resposta
s6 escrevendo um novo livro! Portanto vamos acreditar nesses livros e
aceitar que realmente é sempre assim:

As medianas de um tridngulo encontram-se sempre num mesmo ponto.

(Se quiseres saber a demonstracfio, escreve outra vez ao Pergunta Agora,
que eu respondo-te!)

Pois bem, chama-se baricentro de um tridngulo ao ponto de encon-
tro das suas medianas.

3. Agora, que j4 sabemos o que sdo medianas de um tridngulo e o que
é o baricentro, posso tentar responder A tua pergunta, que vou repetir
aqui:

Porque é que o baricentro divide uma mediana em duas partes em que uma é o

dobro da outra?

Vamos desenhar de novo o trisngulo ABC com que comegdmos, mas
agora apenas com uma das medianas (CD) desenhada e com o ponto G
assinalado. Vamos ainda tracar os segmentos que unem os pontos mé-
dios D, E, F (fig. 4). Além disso vou assinalar alguns Angulos.

Repara que o tridngulo EFD é mais pequeno mas tem a mesma for-
ma que o tridngulo A BC de que partimos (costumamos dizer que s3o se-
melhantes). Vou fazer algumas afirmacdes que sfo verdadeiras, mas que,
pela mesma razio anterior ndo vamos demonstrar (algumas julga-se que
foram demonstradas pelo matemético grego Tales hd 2600 anos!):

e 0s lados do tridngulo ABC s3o paralelos aos lados do tridngulo
EFD (ABa EF, BCaFDe DE aCA) e tém o dobro do compri-
mento;

e 0sangulos assinalados com o mesmo nimero de tracinhos sdo iguais:
por exemplo, o Angulo EDF é igual ao 4ngulo BCA.

Para vermos melhor a situacio, vamos imaginar que o tridngulo EFD
era uma peca de pldstico e o roddvamos 180° (meia-volta) em torno do
ponto G. Obterfamos um novo tridngulo E'F'D’, igual a EFD mas
noutra posi¢io (fig. 5). Percebe-se ainda melhor agora que o trifingu-
lo ABC é uma ampliacio do tridgngulo E*F’D’. Uma ampliacio para
o dobro, pois sabemos que o lado AB de ABC tem um comprimento
igual ao dobro do lado EF de EFD. Tudo aumenta para o dobro!
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Por exemplo, o segmento G D’ transforma-se em GC. e
portanto o comprimento de GC é o dobro do comprimento
de GD’ (que é igual a GD).

Mas isto responde exactamente a tua pergunta! .

Carolina (ou alguma outra pessoa que leia esta resposta),
esta tua pergunta é um pouco avangada, julgo, para o 7°
ano. Mas é muito interessante e ainda bem que a envias-
te. A resposta, como vés, é longa, pois tem que se apoiar
em conhecimentos anteriores. Por esta razao, esta resposta
deve ser lida devagar, e se ndo perceberes alguma destas ex-
plicagdes faz outra pergunta, pois teremos muito gosto em
te responder.
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Resposta d Caroling: Versao B

1. Vejamos primeiro o que é a mediana de um tridngulo

Mediana é um segmento que num tridngulo une um vértice com o ponto médio do lado
oposto. Assim, o segmento AD é uma mediana do tridgngulo ABC (fig. 1). Como todo o tri-
angulo tem trés vértices, tem sempre trés medianas.

2. Consideremos o tridngulo ABC e duas das suas medianas, AD e BE (fig. 2). Seja G
o ponto de intersec¢do das duas medianas. Vamos ver que, sendo assim, é verdadeira a
seguinte afirmacdo:

O segmento AG tem um comprimento igual ao dobro do comprimento do segmento GD.

Para isso. construimos o ponto médio do lado AB do tridngulo, e tracamos paralelas & me-
diana BE passando pelos pontos D e F. Sejam X e Y os pontos de interseccio dessas para-

lelas com AC (fig. 3).
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Sabemos que!, como as rectas FY e BE sio paralelas, a razdo entre os segmentos AY e YE
(ou seja o quociente dos seus comprimentos) € igual a razio entre AF e FB. Mas sendo F é
o ponto médio de AB, AF e FB sio iguais, logo AY é também igual a YE.

Da mesma forma podfamos ver que EX e XC sio iguais, e como E é o ponto médio de
AC, os quatro segmentos AY, YE. EX e XC sdo iguais. E entfo, como AFE é o dobro de
EX, também AG é o dobro de GD.

3.
Ustilizdmos as medianas AD e BFE para chegar a este resultado, mas podfamos ter escolhido
AD e CF. Terfamos chegado ao mesmo resultado? Certamente que sim, pois suponhamos
que neste caso a intersec¢io de AD com BE era um ponto G’ (fig. 4). Por uma demonstra-
¢do semelhante a anterior, chegarfamos a conclusio que AG’ era o dobro de G'D. Sendo
assim, G tem que coincidir com G”.

Ou seja: :

As medianas de wm triangulo encontram-se num tinico ponto.

A esse ponto costuma chamar-se baricentro. E como vimos, o baricentro divide cada uma das
medianas em duas partes, sendo uma o dobro da outra.

Nota
1. Nao h4 a certeza, mas julga-se que demonstracio foi feita pelo gedmetra grego Tales ha 2600 anos!
Podes ver uma demonstragio (em inglés!) no site hetp://alephQ.clarku.edu/~djoycefjavalelements/

bookVI/propVI2 .html .

Carolina, se tiveres algumas ddvidas sobre esta resposta, diz as tuas dividas ao Pergunta
Agora, pois teremos muito gosto em te responder.
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Na wersdo A, portanto, parti desta admissio e assim, de-
pois de recordar a defini¢iio de mediana, salientei qual era o
nosso ponto de partida: que as trés medianas, em qualquer tri-
angulo, se encontravam sempre num mesmo ponto. Insisti
que admitiamos esse facto como verdadeiro, que era um te-
orema que estava demonstrado «em muitos livros...» e que
nfo famos ali demonstrar. Na realidade, estava a pensar no
teorema de Ceva, pois a partir dele é imediato que as media-
nas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto.

Teorema de Ceva'

Seja ABC um tridingulo e K, L e M trés pontos respectiva-
mente sobre as rectas AB, BC e CA (fig. 1). Consideremos os
segmentos orientados AK, KB, BL, LC, CM e MA. Entdo,
as rectas AL, BM e CK encontram-se num mesmo ponto se
e s6 se

AK BL CM _ (1)
KB LC MA

Ora, se os pontos K, L, e M s3o os pontos médios dos lados, é
imediato que a igualdade (1) se verifica e dai que as medianas
de qualquer tridngulo se encontram num mesmo ponto.
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Mas o teorema de Ceva ndo tem uma demonstraciio aces-
sfvel aos alunos do ensino bsico, e o préprio enunciado é
tudo menos evidente. Foram estas constatagdes que me le-
varam a abandonar a ideia de dar esta resposta 2 Carolina e
a procurar outra via para a demonstragio.

Ainda relativamente a versdo A, a op¢io de obter a ima-
gem do tridngulo medial por uma meia-volta com centro no
baricentro deveu-se & minha hesitacio em utilizar homote-
tias de razdio negativa, pois desconheco se sio correntemen-
te utilizadas no ensino, actualmente. Pareceu-me que por
meio desta meia-volta poderia depois recorrer directamente
a uma simples amplia¢fio e que isso tornaria mais provavel a
compreensdo da demonstragio por parte da Carolina. Mas
ndo tenho a certeza se terd sido uma boa opcio.

Quanto a versdo B, o ponto de partida utilizado € facil de
aceitar sem demonstragio. Quando o aprendi pela primeira
vez — nos anos quarenta do século passado —, esse resul-
tado era conhecido como teorema de Tales?, e enunciado
(mais ou menos) da seguinte forma:

Os segmentos determinados em duas rectas obliquas por um fei-
xe de rectas paralelas sdo directamente proporcionais, ou seja,
sé asrectas a, b, ¢, ... sdo paralelas e intersectam as rectas r
esnospontos Ae A’, Be B, Ce (', ..., respectivamen-
te, entdo tem-se

AB BC AC

AR~ B'Cr T AT

Pareceu-me assim que este ponto de partida seria muito mais
aceitavel que o da versdo A. No entanto, nesta versio existe
um inconveniente: nfio é assumido de principio que as me-
dianas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto, e
assim a resposta que estd a ser dada nfo corresponde inteira-
mente 2 pergunta da Carolina, pois esta refere-se explicita-
mente ao baricentro, considerado certamente como ponto
de encontro das trés medianas. Ora, o resultado de que tal
ponto existe, na versdo B, apenas é obtido mais tarde, e ndo
quando se inicia a resposta.

Moral desta nofa

Verdadeiramente, apenas o professor ou professora da
Carolina, supostamente ciente dos conhecimentos e matu-
ridade matemdtica da Carolina, pode imaginar uma respos-
ta adequada 4 sua pergunta. Desejavelmente, o didlogo com
a Carolina deveria continuar, pois 0 mais provavel é que
novas ddvidas lhe tenham surgido, a partir da resposta que
foi dada.

Que pensa de tudo isto, leitor? Quer propor uma respos-
ta alternativa que poderia ter sido dada & Catarina?

Notas

1. Os irmdos Ceva, Giovanni (1647-1734) e Tommaso (1648—
1737), foram dois matemdticos italianos. Giovanni ficou céle-
bre por este teorema, que serve de ponto de partida para a de-
monsracdo de diversos teoremas da geometria elementar.

2. Nos Elementos de Euclides, trata-se da proposicio n® 2 do livro

VI:

Se uma recta r € paralela ao lado AB de um tridngulo e inter-
secta os outros dois lados AC e BC nos pontos D e E respec-
tivamente, entdo AD estd para CD como BF estd para CE. E
reciprocamente (fig. 2).
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