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No programa de Matemdtica para o ensino bésico, em to-
dos os ciclos, podemos encontrar referéncias & necessidade
de utilizar problemas do contexto e realidade préxima do
dia-a-dia dos alunos, bem como ao facto de os alunos deve-
rem modelar matematicamente estas situagdes. No novo do
programa de matemitica (Ponte et al., 2007), encontramos
também, como alids nfo poderia deixar de ser, referéncias a
esta necessidade.

«Os alunos devem ser capazes de lidar com ideias matemadticas
em diversas representacdes. Isto é, devem ser capazes de: (...)
usar representagdes para modelar, interpretar e reflectir sobre
situagBes matemdticas e nfio matemdticas, incluindo fenéme-
nos naturais ou sociais.» (p. 5)

Esta modelagfio matematica de situagdes didrias poderd ser
efectuada utilizando a teoria de grafos, porém, nos progra-
mas de Matemitica, nfo é realizada referéncia alguma a pos-
sibilidade da sua utilizacdo, exceptuando-se o programa de
Matemitica Aplicada as Ciéncias Sociais (MACS) (DES,
2001).

Imbuidos num espirito de aventura e de vontade de pro-
porcionar aos alunos vivéncias ricas e diversificadas, resol-
vemos unir esforcos e desenvolver um conjunto de tarefas
que possibilitasse aos alunos novas experiéncias e situagdes
relacionando a proporcionalidade directa (tema do actual
programa do 7.° ano) com a utilizacio de diversas repre-
sentagdes matemadticas, nomeadamente os grafos. Aulas que
nos permitem encorajar os alunos a criar, explorar e expli-
car distintas representacdes que lhes sdo efectivamente tteis
e possuem para si significado, transformam-se em aulas em
que a atribuiciio, discussdo e negociagiio de significados re-
presenta um papel fundamental no processo de aprendiza-
gem dos alunos, permitindo que estes nfo se limitem a con-
siderar como suas as representacdes do professor (Doerr &
English, 20006).

Neste texto apresentamos um breve relato das activida-
des desenvolvidas pelos alunos aquando da resolugiio da ta-
refa em que relacionam a proporcionalidade directa com a
teoria de grafos.
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0 contexto

Para levar a cabo esta experiéncia foram utilizadas duas au-
las numa turma do 7.° ano de escolaridade onde se utili-
zou um problema do contexto dos alunos (relacionado com
o Zoomarine). A situagio proposta relacionava-se com a
proporcionalidade directa, mais propriamente com escalas
(contetddo que a turma estava a abordar naquele momento),
e a leitura e interpretaciio de mapas (do Barlavento Algar-
vio), onde lhes foi facultada a hipétese de serem eles pro-
prios os construtores de um processo para determinarem a
distAncia minima entre um determinado conjunto de cida-
des, por onde passam os autocarros do Zoomarine. Este tipo
de problemas é denominado, em teoria de grafos, por Pro-
blema do caixeiro-viajante. E de salientar que, em momen-
to algum, previamente ou durante este processo de constru-
¢do, foi introduzido, formalmente, algum conceito de teoria
de grafos.

Estas actividades foram realizadas por vinte e um alu-
nos, de quatro nacionalidades diferentes com idades com-
preendidas entre os doze e os catorze anos, encontrando-se
os alunos distribuidos por grupos. A tarefa foi preparada co-
laborativamente entre os dois autores deste texto (que de-
nominamos aqui por P1 e P2) e, nas aulas em que se de-
senvolveram as actividades, esta colaboragio manteve-se,
participando ambos activamente no seu desenrolar.

i acfividade

Para o desenvolvimento da actividade foi distribuido parte
de um mapa do Algarve, 2 escala, e um conjunto sequen-
ciado de questdes a que os alunos teriam de responder com
o objectivo final de determinar um percurso minimo para
os autocarros do Zoomarine de modo a polufrem o minimo
(consumirem a minima quantidade de combustivel ou efec-
tuarem o niimero minimo de km). O mapa tinha uma escala
de 1:400000 (figura 1).

Na primeira actividade, os alunos, utilizando a escala,
tinham de determinar as distancias, em linha recta, entre
as cidades de Portim#ao, Monchique e Silves, que correspon-
diam s cidades por onde o autocarro do Zoomarine teria de
deslocar-se de modo a recolher os visitantes. Sem grande
dificuldade, os alunos modelaram a situagio, efectuaram as
medigBes e transformaram as medidas obtidas em distAncias
reais (em linha recta, utilizando a escala fornecida).

Ao efectuarem as medicOes e conversdes, a distincia
real em linha recta, entre Portimfo e Monchique, obtida foi
de 2200000cm, porém um dos grupos, ao efectuar a conver-
s30 para km, indicou que esta distancia era de 2,2km. Con-
frontado com esta resposta, o professor inquiriu-os sobre a
razoabilidade da mesma, efectuando um paralelismo com
uma realidade ainda mais préxima:

P1: Entdo qual a distincia entre Portimfo e Monchique?
Diogo: 2,2km.

P1: Porque dizes isso?

Diogo (indica o cdlculo) : Porque isto [2200000cm] sdo 2,2km.

P1: Entdo qual é a distAncia aqui de Portim#o até a4 Rocha
[praia da Rocha]?

Luss: Eu de skate demoro af uma meia hora logo deve ser um
km e meio...

P1: Entdo e acham que daqui até Monchique a distancia é
pouco maior!

Pedro: N#o, é muito mais!
Luis: E af umas dez vezes mais...

Diogo (indica a conversdo): Entdo isto est4 mal... nfio podem
ser 2,2km...

Ao efectuar um paralelismo com uma realidade que os alu-
nos sentem como sua tornou-se possivel, por esta compa-
racio, levd-los a entender, por si, que algo ndo estava cor-
recto na conversio que tinham realizado, permitindo-lhes
deste modo uma construgfio de significados através dos seus
préprios erros, transformando-os, assim, numa fonte de
aprendizagem.

A um outro nivel, num outro grupo uma das alunas refe-
riu que a distAncia entre as duas cidades poderia ser diferen-
te dependendo do sentido em que era efectuado o percurso,
uma vez que vindo do interior para o litoral (de Monchique
para Portimao) o percurso € feito a descer, confundindo o
tempo gasto para efectuar o percurso com a distAncia entre
os pontos inicial e final. Esta mesma confusio surgiu ainda
quando, a0 ser questionada sobre a diferenca entre ir de car-
1o ou a pé, referiu que indo a pé a distAncia era muito maior.
Mais uma vez as ddvidas foram esclarecidas, mas desta feita
por uma das colegas de grupo, utilizando uma situagio vi-
vida por ambas e que se prendia com o percurso que faziam
para a escola — a pé ou de carro.

Depois de os alunos terem calculado todas as distAncias,
e com o objectivo de os contextualizar ao problema do per-
curso minimo a realizar entre trés cidades (percurso mais
ecolégico), foi-lhes pedido que indicassem os trajectos di-
ferentes que o autocarro poderia fazer entre as trés cidades.
Os alunos recorreram ao mapa para efectuarem a modelacio
da situagiio — sobrepuseram uma folha branca ao mapa, de-
senharam os pontos representando as cidades e uniram-nos
pelos segmentos de recta que determinam as distAncias, em
linha recta, entre cada par de cidades (Figura 2).

Ao efectuarem a sobreposi¢iio para modelarem a situa-
¢do, os alunos evidenciam ja uma compreensdo intuitiva do
facto de que para simplificar a situagio poderiam utilizar um
modelo representativo da mesma, simplificando-a.

Esta actividade n#o gerou dificuldade uma vez que todos
os grupos indicaram os dois possiveis trajectos, para o au-
tocarro, partindo de Portiméo, dizendo inclusivamente que
era apenas um, pois variava somente o sentido.

De forma a.tornar a situagdo ainda mais real, foram in-
troduzidas novas informagdes e questdes, originando uma
segunda tarefa. Como, na realidade, os autocarros do Zoo-
marine partem e chegam ao parque aqudtico que se localiza
perto da Guia, os alunos foram questionados sobre que alte-
ragdes teriam de fazer aos percursos indicados anteriormen-
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Figura 1

te para os adequarem a realidade, ou seja, o autocarro partir
e chegar 3 Guia.

Esta nova tarefa (levar os alunos a adaptar um enun-
ciado & realidade efectiva e que é do seu contexto) estava
directamente relacionada com os nossos objectivos de in-
trodugfio do estudo dos grafos neste ano de escolaridade e
também com o desejo de percebermos até que ponto estes
alunos estariam aptos a modelar uma situacio do seu con-
texto e a construir os processos (algoritmos) que lhes per-
mitissem determinar o percurso mais curto entre um deter-
minado conjunto de cidades (que no caso modelaram por
pontos). Uma vez que tinham sido os préprios alunos os di-
namizadores das discussdes ocorridas, ndo sendo portanto
possivel que tomassem para si as representagtes dos profes-
sores, quando lhes foi solicitado que indicassem os percursos
possiveis para o autocarro, de forma a garantirem o percurso
minimo, modelaram a situaciio sem dificuldades.

Para determinar o percurso mfnimo os grupos seguiram
duas estratégias distintas: (a) determinar todos os percursos
que o autocarro poderia fazer para depois escolher aquele
que melhor serviria os seus interesses e (b) encontrar uma
estratégia «rdpida» que lhes indicasse o melhor percurso.

A primeira hipétese implicava o registo de todos os pet-
cursos possiveis entre estas quatro cidades (uma vez que o
autocarro iniciava e terminava a viagem na mesma cidade,
passando por todas as outras uma s6 vez — circuito Hamil-
toneano — e nfo considerando um modelo circular, tere-
mos de registar cinco posigoes distintas, onde a primeira e a
dltima se repetem), ou seja, uma listagem por exaustio, que
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Figura 2. Trajecto[s] possivel[is] entre
as trés cidades

como séo poucas cidades é ainda exequivel. Esta foi a estra-
tégia seguida pela maioria dos grupos.

Um dos grupos, porém, seguiu uma estratégia bastante
distinta que era, para os elementos do grupo, a melhor, pois
desse modo n#o tinham de efectuar tantos célculos. O apa-
recimento desta estratégia foi despoletado pelo tipo de dig-
logo entre os alunos e o professor, que ao devolver a questio
as levou a equacionar novas hipéteses.

Rita: Sfo muitos [percursos], professor... Para descobrir o
melhor temos que fazé-los todos [percursos]?

P2: O que acham...?

Mariana: ja sei, ja sei... vd-se embora professor, jd o cha-
mamos.

(...)

Rita [indica a figura]: Professor, ja estd. J4 descobrimos!

P2: Explica 14 como é que pensaram.

Mariana: Pensei nos mais curtos. ..

P2: Nos mais curtos... Porqué esses?

Mariana: Oh, professor... ndo comece. .. evitei os mais lon-

gos. Assim vou sempre pelos mais curtos... e ando me-
nos!

Estas distintas estratégias foram apresentadas & turma pelos
elementos de cada grupo, o que possibilitou a todos «conhe-
cer e compreender os diferentes tipos de representaces, ser
capazes de as utilizar em diferentes situacdes e de seleccio-
nar a representacio mais adequada 2 situacio.» (Ponte et

al., 2007, p. 5)
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Figura 3. Distancias entre as guafro cidades

As duas estratégias descobertas pelos grupos correspon-
dem a dois dos algoritmos existentes para determinar a dis-
tancia minima entre um conjunto de cidade (solucionar o
problema do caixeiro viajante). O primeiro fornece a solu-
CHo ptima, apesar de muito trabalhoso, pois € um método
exaustivo, enquanto que no segundo — denominado algo-
ritmo do vizinho mais préximo —, procurarmos sempre a
cidade mais préxima do local em que nos encontramos, mas
nem sempre obtemos a solucio éptima. Este dltimo pode-
r4 nfo ser a melhor opciio para determinar o caminho mais
curto entre diversas cidades quando temos poucas cidades,
mas torna-se muito vantajoso quando o nimero de cidades
aumenta pois fornece-nos rapidamente uma boa estimativa
para essa solucfo.

Durante a apresentacio e discussfio dos dois processos
foi abordado o paralelismo entre ambos e discutidas vanta-
gens e desvantagens da utilizagio de cada: no caso de ne-
cessitarmos efectivamente da solugiio 6ptima teriam de uti-
lizar o primeiro método, enquanto que, caso pretendessem
apenas um valor aproximado (sem a garantia de que fosse o
éptimo), poderiamos utilizar o segundo método, poupando
assim imenso tempo e esforco.

Uma breve viagem pelo problema do caixeiro-viajante

Na modelaciio da situaciio proposta o que os alunos utili-
zaram, intuitivamente, denominam-se por grafos. Informal-
mente um grafo pode ser definido por um conjunto de pon-
tos (vértices) e um conjunto de relagdes (representadas por
ligacBes) entre esses pontos (arestas).

O problema proposto aos alunos enquadra-se, tal como
foi ja referido, na procura da solugiio minima, de um circui-
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Figura 4. Cdlculo do comprimento de fedos os circuitos possiveis
entre as 4 cidades

to, de modo a comecar e terminar um determinado trajecto
num mesmo local (ponto). Se abordamos esta situagiio sob
a perspectiva da teoria de grafos (formal), e por pretender-
mos, para além de levar os alunos a elaborarem o seu préprio
entendimento sobre os diversos conteddos, leva-los também
a expressarem-se com recurso a uma linguagem matematica-
mente correcta, serfamos levados a referir que encontrar um
caminho que comeca e acaba no mesmo vértice (cidade)
percorrendo todos os vértices uma sé vez, excepto, obvia-
mente, o primeiro, que é simultaneamente o Gltimo, corres-
ponde a encontrar o que se denomina, na teoria de grafos,
de circuito Hamiltoneano.

Durante o desenrolar da actividade os alunos constru-
{fram os seus processos para determinar tais circuitos, con-
seguindo obter inclusivamente dois dos trés algoritmos
possiveis para solucionar este problema. Encontraram o al-
goritmo da for¢a bruta (listagem de todos os circuitos possi-
veis); o algoritmo do vizinho mais préximo (procura da ci-
dade mais préxima do ponto onde nos encontramos), nio
conseguindo encontrar o terceiro, o algoritmo de ordenagio
de arestas (Estes alunos do 7.° ano encontraram apenas os
algoritmos mais intuitivos, o que alids temos vindo a cons-
tatar que acontece também com os alunos do 11.° ano de
MACS).

Na figura 2, os alunos apresentaram a listagem de todas
as hipéteses possiveis, o que poderia ser apresentado utili-
zando o que se denomina de 4rvore (Figura 6).

Como conhecemos todas as distAncias entre as cidades,
este processo fornece-nos todas as solugdes porém, se o ni-
mero de cidades aumentar este processo, apesar de simples,
torna-se demasiado moroso. Ao analisarmos, por exemplo,
0 que se passa num conjunto de seis cidades, todas elas li-
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Figura 5. Cdlculo do comprimento de um circuito mais curte
escolhendo as arestas com valores mais pequenos

gadas entre si, a determinacfio da solugdo Sptima torna-se
bastante morosa pois necessitamos de analisar um total de
60 circuitos distintos. Se em vez das seis cidades tivermos j&
um total de quinze, o nidmero de circuitos a analisar é de (15
—1)! que corresponde a, aproximadamente, 6 x 10" (o nd-
mero total de circuito entre n cidades estando todas ligadas
entre si é de (n—1)!). De modo a evitar o trabalho drduo de
determinar todos os circuitos possiveis, o que se faz na pra-
tica é aplicar um algoritmo de natureza heuristica que nos
forneca uma boa aproximagio.

flguns comentarios

Foi nosso objectivo ilustrar uma possivel abordagem ao es-
tudo dos grafos — concretamente ao problema do caixeiro-
viajante — logo no inicio do 3.° ciclo, bem como algumas
das mais valias obtidas pelos alunos com este tipo de activi-
dade. Desde logo os alunos sentiram necessidade de simpli-
ficar a situacio apresentada o que conduziu intuitivamente
a4 modelacio matemdtica, estimulando e desenvolvendo a
sua criatividade levando-os, ao longo do percurso, a discu-
tir e argumentar os seus pontos de vista, verificando-se desse
modo uma verdadeira negociaciio de significados, onde to-
dos desempenham um papel importante nas aprendizagens
do grupo, sendo portanto também responséveis por elas.
Este tipo de actividades, em que ao efectuar uma mode-
lacdo da situacdo (utilizando um grafo) esta se torna neces-
sariamente mais simples, coloca em evidéncia, a utilizagiio
e presenca da Matemdtica em todas as actividades quotidia-
nas. Recorrendo 2 teoria de grafos podemos modelar muitas
dessas situacdes (redes de transportes, comunicagdes, reso-
lucgio de conflitos, ...), contribuindo assim para evidenciar

Portimio

Silves Monchique
Monchique Silves
Portimdo Portimao

Figura 6. Representacdo em arvore

a importancia da Matemética na sociedade, desmistificando
também, face aos alunos, a sua complexidade, demonstran-
do a sua aplicabilidade, de que tantas vezes duvidam.

Umma das notas que nos fica desta experiéncia, e que nos
d4 &nimo para irmos preparando tarefas que permitam aos
alunos tomarem contacto com contetdos e perspectivas dis-
tintas daquelas que obteriam se fossem confrontados apenas
com tarefas ditas «<normais» foi verbalizada pelo Luis:

«... parecia complicado mas é facil. E porque é que ndo apren-
demos isto este ano?»
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