Depois de termos tido no GTG uma discussfo sobre centros
de gravidade de poligonos, foi sugerido que seria um bom
tema para uma destas notas... e eu aceitei a incumbéncia de
a escrever. Naturalmente, como é j4 um h4bito em muitos
de nés, antes de comecar a escrever a nota fui dar uma volta
pela Internet, e coloquei no Google a palavra Arquimedes,
pois sabia que este famoso matemético grego tinha estudado
os centros de gravidade de diversas figuras, além de muitas
outras coisas interessantes. Entre outros recursos, encontrei
um livro online em portugués chamado Arquimedes, o Cen-
tro de Gravidade e a Lei da Alavanca, de André Koch Torres
Assis. Fiz o download, imprimi-o (243 paginas!), e pus-me a
1é-1o. Trata-se de um livro que surgiu de um «curso de apet-
feicoamento para professores do ensino fundamental e mé-
dio» no 4mbito do projecto Teia do Saber da Secretaria de
Educaciio do Governo do Estado de S. Paulo. O livro trata
dos trabalhos de Arquimedes (287-212 a.C.) e de Euclides
(c. 325—c. 265 a.C.) sobre os temas indicados no titulo e
descreve uma enorme quantidade de experiéncias muito su-
gestivas feitas com materiais simples e baratos. Entrevi um
mundo maravilhoso e riquissimo de conexdes entre a geo-
metria e a fisica elementar, mas consegui resistir a alterar ra-
dicalmente o tema da nota a escrever. Esse mundo serd cer-
tamente explorado em futuras notas, por exemplo sobre as
medidas em geometria, mas nesta nota resistiremos a alon-
g4-la demasiado, e assim, depois de uma curta apresentagio
dos resultados de Arquimedes que nos serfo teis, tratare-
mos exclusivamente da determinagfio de centros de gravi-
dade de poligonos planos. .

Preliminares arquimedianos. . . :

De acordo com André Assis, o conceito de centro de gravi-
dade de Arquimedes «nfo aparece definido explicitamente

em nenhuma das obras existentes» de Arquimedes e apenas
0 conhecemos por comentarios — por exemplo, de Papo de
Alexandria (c. 290—c. 350) —, a obras suas desaparecidas.
A sua definiciio poderia ser nos seguintes termos:

Al. O centro de gravidade de qualquer corpo é um ponto —
pertencente ao corpo ou no espaco vazio — tal que, se for con-
cebido que o corpo estd suspenso por este ponto, 0 COrpo assim
sustentado permanece em repouso € preserva a sua posi¢o ori-
ginal, sem se inclinar em nenhuma direccfio, qualquer que seja
a sua orientacio inicial em relacio a Terra.!

A primeira ddvida que pode surgir ao leitor € sobre o que
se entende por corpo, e pedimos-lhe que entenda a palavra
corpo como sinénimo de figura (conjunto de pontos) plana
ou de figura tridimensional (que habitualmente designamos
por sdlido), mas que nio devemos identificar com poliedro,
pois pode tratar-se de qualquer outro corpo rigido.

Depois, um leitor professor de Matemadtica colocard pro-
vavelmente algumas dividas legitimas acerca desta «de-
finicio». Nao sobre o seu sentido, mas sobre o aparente
pressuposto de que existe sempre o centro de gravidade de
qualquer corpo, ou seja um ponto com as propriedades indi-
cadas. Nesse caso, pedimos-lhe que considere essa afirmacio
como um axioma, ou seja como uma afirmacfio que aceita-
mos sem demonstracio.

Na realidade, de acordo com a tradigfio grega, Arquime-
des abre o seu livro Sobre o Equilibrio das Figuras Planas com
o enunciado de 7 postulades (hoje dirfamos axiomas) nos
quais baseia a sua teoria. Em seguida Arquimedes enuncia
e demonstra um certo ndmero de proposiges. No cabe no
ambito desta nota transcrever os postulados.e as demonstra-
cBes de Arquimedes. Note-se que nas suas demonstragGes
Arquimedes usava processos de dedu¢fio completamente ri-
gorosos, muitas vezes através de reduges ao absurdo. No
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entanto, quando se tratava de descobrir novos resultados,
Arquimedes servia-se da sua grande intuiciio e experiéncia
mecinica em alavancas, balangas e centros de gravidade na
procura de novas relagdes entre, por exemplo, dreas e volu-
mes de figuras geométricas planas e tridimensionais, como
se veio a descobrir no fim do séc. XIX. O seu texto O Método
foi encontrado em 1899, em Jerusalém, e af estdo descritos
os seus processos mecanicos de descoberta de proposicGes
matematicas.
Arquimedes afirma nesse texto que:

«... algumas coisas tornaram-se claras para mim através de mé-
todos mecAnicos, embora tivessem que ser demonstrados depois
geometricamente, porque a investigacdo pelo dito método nio
fornecia uma prova real. Mas € evidentemente mais fécil, quan-
do se adquiriu previamente algum conhecimento das questes,
pelo método mecénico, encontrar a demonstracio do que ima-
gind-la sem qualquer conhecimento prévio».

Um resultado importante de que nos iremos servir diz res-
peito ao centro de gravidade de um conjunto de dois s6lidos
sem pontos comuns A e B (figura 1).

A2. Se os pesos de A e B sio respectivamente Py e Pg, e se
os centros de gravidade sdo respectivamente G4 e G g, o cen-
tro de gravidade G da figura C formada pelos duas figuras A e
B ¢ o mesmo que o da figura formada pelos pontos G4 ¢ G,
considerando agora que estes pontos pesam respectivamente
P4 e Pp. E esse centro G est4 situado no segmento G 4G,
de tal modo que se tem

Py x comp(G4G.) = Py x comp(GyG..).

Centros de gravidade de segmentos

Quando estudamos geometria, embora tracemos figuras no
papel, utilizemos o Sketchpad para as construir no ecrd do
computador, ou as manipulemos (os polydrons, por exem-
plo), os nossos raciocinios estfio a ser feitos sobre imagens
mentais que abstracgBes desses objectos concretos, como
pontos sem dimens&o e tridngulos planos sem espessura. Es-
sas figuras abstractas nfio tém, obviamente, peso.

No entanto, quando queremos determinar centros de
gravidade de figuras, isso implica essas figuras tenham real-
mente peso, 0 que quer dizer que imaginamos ou construi-
mos modelos concretos dessas figuras abstractas.

Segmentos
Por exemplo, seja AB um segmento. Podemos considerar
que o segmento € constituido por uma matéria homogénea
(uma haste de metal)?. Essa haste pode por exemplo ser ci-
lindrica, mas para constituir um bom modelo de segmento
o didmetro da secgdio desse cilindro deve ser muito pequeno
quando comparado com o comprimento da haste.

No que diz respeito aos segmentos, Arquimedes demons-
trou que

A3. O centro de gravidade de um segmento é o seu ponto mé-

dio.

Mas podemos imaginar um modelo concreto de segmento
em que o peso esteja concentrado nos vértices A e B. Ou

A
Ge B
GA.\O\'
Gp
PA
Pg
C=AUB Po = Ps+ Pp
Figura 1

seja, consideramos que os pontos do interior do segmento
ndo tém peso. Neste caso, o resultado A2 de Arquimedes
fornece-nos a determinaciio do centro de gravidade do con-
junto desses dois pontos, como sendo um ponto do interior
do segmento A B que depende (de acordo com a férmula in-
cluida em A2) dos pesos de A e de B. Naturalmente, se os
pesos forem iguais, obtemos de novo o ponto médio do seg-
mento. Para continuar a dar ideias sobre modelos concretos,
num segmento deste segundo tipo os vértices poderiam ser
pequenas esferas pesadas e o interior do segmento uma haste
rigida mas de pequena seccdo.

Centros de gravidade de poligonos*

Quando passamos aos poligonos, temos diferentes possibili-
dades de considerar a distribuicio do peso. Podemos imagi-
nar os trés casos seguintes:

I. O peso estd distribuido homogeneamente pelo poligo-
no, incluindo o interior, os lados e os vértices; um mo-
delo concreto, neste caso, poderia ser uma ldmina (ou
seja uma supetficie relativamente rigida mas com muito
pequena espessura) com a forma do poligono, de maté-
ria homogénea (cartolina grossa, madeira, metal);

II. O peso estd apenas nos n vértices (e distribuido igual-
mente por eles); a figura de que queremos encontrar o
centro de gravidade € portanto o conjunto dos quatro
vértices do poligono; nem os lados nem o interior tém
peso; um modelo concreto neste caso é impossivel de
construir, mas podemos aproximé-lo com n esferas pe-
sadas (pesos iguais) e unidas por hastes muito finas de
uma material muito leve mas suficientemente rigido;
tenta-se assim que o peso dessas hastes seja desprezdvel
em face do peso das esferas;

II1. O peso estd apenas nos lados; um modelo concreto nes-
te caso é fdcil, pois consiste em construir com um ma-
terial homogéneo a linha poligonal, tendo o cuidado de
ndo acrescentar peso aos vértices nos pontos de unifio
dos lados.

Note-se que Arquimedes, quando refere centros de gravida-
de de poligonos, estd a considerar sempre o primeiro destes ca-
sos. E demonstra por exemplo o seguinte:

A4. O centro de gravidade de um paralelogramo é o ponto de
encontro das diagonais.
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Figura 2

Tendo como base esta apresentagio de alguns resultados de
Arquimedes que nos serdo necessarios, estudamos em segui-
da a determinag¢fio dos centros de gravidade dos poligonos
em geral. Comecaremos pelos tridngulos, e depois passamos
aos quadrildteros, que representarfio por assim dizer o caso
geral.

Tri@ngulos
Consideraremos os trés casos que indicAmos na péagina
anterior.

1. Vamos enunciar e demonstrar o teorema de Arquime-
des relativo ao centro de gravidade de um tridngulo para
ficarmos a conhecer melhor o estilo de Arquimedes. O tex-
to é adaptado da tradugiio de Arquimedes feita por André
Assis.

Em qualquer tridngulo, o centro de gravidade estd situado so-
bre o segmento de recta que liga um vértice ao ponto médio do
lado oposto.

Seja dado o tridngulo ABC (figura 2). Tracemos o segmen-
to AD, que liga o vértice ao ponto médio do lado BC. Afir-
mo que o centro de gravidade do tridngulo ABC est4 situ-
ado sobre AD. .

Com efeito, suponhamos que no € assim, mas que o
centro de gravidade é, se possivel, o ponto G. Tracemos os
segmentos AG, BG e CG, e liguemos os pontos médios dos
lados de ABC pelos segmentos FD, FE e DE. Tracemos
FH e EI paralelamente ao segmento AG, e tracemos o0s seg-
mentos HI, HD, DI, DG e JK.> Como o tridngulo ABC
¢ semélhante ao triangulo EDC, pois AB é paralelo a ED,
e como, por hipétese, o centro de gravidade de ABC é G,
o centro de gravidade de EDC é I, pois os pontos G e I
estdo situados semelhantemente em cada um dos tridngu-

Figura 3

los (Arquimedes invoca aqui um dos seus postulados). Pelos
mesmos motivos também o centro de gravidade do tridngu-
lo FBD é H, de modo que o centro de gravidade da gran-
deza que é a soma dos tridngulos FBD e EDC é o ponto
médio do segmento HI (invocacio de uma proposi¢io ja
demonstrada).

Mas esse ponto é K (quer o leitor ver porqué, usan-
do o teorema de Tales?). Por outro lado, no paralelogramo
AFDE, o centro de gravidade é o ponto J (ponto de en-
contro das diagonais). Entfio, o centro de gravidade da soma
das trés grandezas (tridngulos FBD e EDC e paralelogramo
AFDE) est4 sobre a recta JK. Mas como a soma das trés
grandezas é o tridngulo A BC, cujo centro de gravidade, por
hipétese, é G, chegdmos a uma contradi¢iio, pois a recta JK
é paralela e nio coincidente com AG e ndo pode portanto
passar por G. Assim, o centro de gravidade G ndo pode ndo
estar sobre o segmento AD. Logo estd situado sobre AD,
como queriamos provar.

Estando sobre AD, tem também que estar sobre BF e
sobre CF (porqué?), logo as trés medianas encontram-se
num tnico ponto. Este ponto é chamado, como sabemos, o
baricentro do tridngulo.

II.

Se o peso de um tridngulo ABC estiver concentrado e distribu-
ido igualmente pelos vértices, o centro de gravidade é também
o baricentro do tridngulo.

O centro de gravidade do conjunto {4,C} é o ponto M,
ponto médio do segmento AC, se tivermos em aten¢io o
resultado de Arquimedes A2 (figura 3). Ou seja, podemos
considerar concentrada no ponto M a soma dos pesos de A
e de C, ou seja, o dobro do peso de B. Por sua vez, o centro
de gravidade do conjunto {M,B} serd um ponto G situado
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a=21.29 cm
b=10.25 cm

¢
a+b=231.54 cm
(a+b) 4+ ¢ =48.29 cm

b

(a+0b)

C

((a+b)+¢)

20

= 16.75 cm

=0.32

=0.35

Figura 4

no segmento MB, mas como M tem o dobro do peso de B,
entdo G tem que seccionar o segmento MB de tal modo que
G B tenha o dobro do comprimento de MG.

Vemos assim que obtemos o mesmo centro de gravidade
G tanto no caso do peso do tridngulo estar concentrado nos
vértices (1/3 em cada vértice) como no caso do peso estar
espalhado uniformemente no seu interior.

ITI. Vamos considerar um tridngulo em que o peso existe
apenas nos lados. Portanto temos apenas trés segmentos a,
b e ¢, em geral desiguais, constituidos por uma matéria ho-
mogénea (por exemplo um arame grosso) e unidos pelas
suas extremidades (figura 4). Os centros de gravidade dos
lados sdo os pontos médios A, B e C, de acordo com o re-
sultado de Arquimedes A3. Mas nestes pontos os pesos que
af se concentram ndo sdo iguais, pois estamos a supor la-
dos desiguais. Os pesos de cada lado sdo proporcionais aos
comprimentos.

Determinamos primeiro o ponto D, centro de gravidade
do conjunto a U b (em que a representa o conjunto de pon-
tos do lado a), utilizando o resultado A2, depois o centro de
gravidade G; (em que o indice [ se refere ao tridngulo em
que apenas os lados tém peso), ou seja o centro de gravidade
do conjunto (e Ub) Uc. G é calculado tendo em atenciio
que os pesos em D e em C' s3o proporcionais aos compri-
mentos a + b e ¢, respectivamente.

Para comparacfio, assinaldmos a posiciio do baricentro
(bart), que é o centro de gravidade quando se considera o
peso apenas existente no interior do tridngulo ou quando se

C

\

A

Figura 5R

considera o peso apenas distribuido igualmente pelos vérti-
ces do tridngulo.

Vemos assim que nos objectos de forma triangular, nos
casos | e II os centros de gravidade ocupam a mesma posi-
G0, 0 que ndo acontece em geral no caso I11.6

Quadrilateros
Vamos também considerar os trés casos I, II e I1I indicados
anteriormente.

1. Consideremos os dois tridngulos ABD e DBC' (figura
5A) e os seus centros de gravidade G e G5. Como o ma-
terial de que é feita a lamina com a forma do quadrilstero é
homogéneo, os pesos dos dois tridngulos sdo proporcionais
as dreas, e portanto o centro de gravidade do interior do
quadrildtero € o ponto G, que secciona o segmento G1 G4

de tal modo que se tenha a igualdade das seguintes razdes
areaABD/4dreaDBC = compGyG,/compG,G1.

I1. Seja ABCD o quadrildtero e consideremos o tridngulo
ABD e o seu centro de gravidade G (figura 5A). Estamos a
supor agora, recordemos, que o peso estd concentrado e di-
vidido igualmente pelos quatro vértices do quadrildtero.
Podemos entfo supor concentrados no ponto Gy os
pesos dos trés pontos A, B e D. Portanto, o conjunto dos
quatro vértices do quadrildtero terd um centro de gravida-
de G, situado sobre o segmento G1C, de tal modo que o
ponto G, seccione o referido segmento de modo que a razio

G0 Ch i, =3.

'
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Figura 58

Como se vé& na figura 7A, os dois centros de gravidade
sdo em geral diferentes. Seja no entanto C’ um ponto tal que
ABC'D seja um paralelogramo. Fizemos esta construgio no
Sketchpad e fomos arrastando o ponto C para sobre 0 ponto
C (figuras 5B e 5C). Vemos como os dois centros de gravi-
dade se vio aproximando, até que sdo coincidentes no caso
do paralelogramo (como de resto jé deviamos intuir, dado o
resultado de Arquimedes apresentado anteriormente).

1I1. Deixamos ao leitor o cuidado de construir o centro de
gravidade neste caso, em que o peso do quadrilatero ABCD
reside apenas nos seus lados, supostamente feitos num ma-
terial homogéneo, mas de comprimentos diferentes. A de-
terminaciio do centro de gravidade é inteiramente andloga
4 que adoptdmos no caso do tridngulo. O leitor deverd en-
contrar um centro de gravidade, que designaremos por Gy,
numa posicio distinta dos anteriores G, e Gp.

Que podemos concluir a respeito de poligonos com
maior nimero de lados: pentdgonos, hexagonos, ... ? Como
todo o poligono pode ser dissectado num certo ndmero de
tridngulos, os processos adoptados para o quadrildtero po-
dem adoptar-se, mutatis mutandis, a um poligono de n lados
qualquer. Um exercicio que deixamos ao leitor.

Descoberfa de uma regularidade interessante

Vamqs reexaminar, relativamente ao tridngulo e ao qua-
drildtero, a determinaciio do centro de gravidade no caso
em que supomos que o peso estd concentrado e distribuido
igualmente pelos vértices. E chamaremos a esse centro de
gravidade simplesmente G, para simplificar a escrita.

A

Figura 5C

A

Figura 6A

No tridngulo ABC' (consideramos os vértices com pesos
unitdrios), determinamos os pontos médios dos lados, A’, B’
e C' (que formam um tridngulo, o chamado tridingulo me-
dial) (figura 6A). Depois escolhemos um desses pontos, por
exemplo A’, ponto médio de BC, e consideramos o conjun-
to de dois pontos, A’ (peso 2) e A. Entdo o centro de gravi-

'
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Figura 6B

dade do tridngulo ird estar no segmento A’A, de tal forma
que ¢ centro de uma dilagio de razio —1/2 que transforma
Aem A’. Se tivéssemos partido dos pontos B’ e B (ou C’
e (), a conclusfo seria andloga. Portanto, o centro de gra-
vidade do tridngulo € centro de uma dilagiio de razio —1/2
que transforma o tridngulo dado no triangulo medial. Note-
-se que o ponto G é determinado apenas com uma escolha
(A’ e A, por exemplo) mas que ao construirmos os outros
dois casos chegdmos a uma nova concluséo: o centro de gra-
vidade como centro de uma dilagio que transforma o tridn-
gulo dado no tridngulo medial.

Se no tridingulo o processo foi substituir o conjunto de
dois vértices (por exemplo B e C) pelo seu centro de gravi-
dade A’ e depois determinar o cento de gravidade do siste-
ma formado por A’ e pelo vértice que sobrava, 4, no qua-
drildtero podemos seguir um processo inteiramente anélogo:
substituir trés vértices (A4, B, D) pelo seu centro de gravi-
dade, que designamos por C’, e depois determinar o centro
de gravidade do sistema formado por C’ e pelo vértice que
sobrava, precisamente C' (figura 6B). No tridngulo obtive-
mos trés pontos A’, B’, C’ formando o triingulo medial,
homotético do trifingulo dado (na dilagio em que o centro
€ o centro de gravidade do tridngulo e a razio é —1/2), no
quadrildtero obtemos quatro pontos A’, B', C', D’ forman-
do um quadrildtero homotético do quadrildtero dado (na di-
lagio que tem como centro o centro de gravidade do quadri-
ldtero e a razio —1/3). Atenciio que estamos a considerar
os poligonos com o peso concentrado e dividido igualmente
pelos seus vértices.

Irresistivelmente, estamos a ver aqui nascer um padrio e
isso diz-nos que estamos a construir qualquer coisa de inte-
ressante e importante em matematica. Um processo destes,
baseado em algumas leis intuitivas da estdtica, mas que nos
permite de modo elementar, nio retorcido, natural, chegar

¢

a este tipo de resultados, cuja descoberta estd claramente ao
nosso alcance, deve ser um paradigma do trabalho em edu-
cagio matemadtica. Se for bem conduzido, fard que qualquer
aluno deseje ele préprio tentar o passo seguinte: e se fosse
um pentdgono? e um hexdgono? e um...

Notas
! Assis, obra citada, pag. 200.

Suporemos sempre que a matéria de que sdo feitos os nossos ob-
jectos (segmentos, regides do plano e regides do espago) é ho-
mogénea, ou seja tem a mesma densidade em todos os pontos.
Apenas nesta situa¢io podemos aplicar os métodos da geome-
tria elementar. Quando a matéria nfo é homogénea, a determi-
nagfio dos centros de gravidade exige o recurso a integrais, que
estdo para além do ensino bésico e secunddrio.

Se o leitor estd chocado com a linguagem que estamos a adoptar
(«muito pequeno»...!) pense que o dominio em que estamos
agora a trabalhar assumidamente nfo é o da geometria «pura»
habitual, mas sim o de uma geometria-fisica experimental.

Adoptamos para defini¢io de poligono de n (n > 3) lados
aquela que 0 GTG recomenda que seja utilizada nos primeiros
anos, € em que o poligono é formado:

® por n pontos (vértices) Ay, Ao, ... Ay;

e por n lados (segmentos), que formam uma linha poligonal
fechada A;As, AsAs, ..., A, Aj, com a seguinte condi-
¢do: cada dois lados apenas tém no méximo (isto é, quando
80 consecutivos) um ponto comurm;

e pela regifio do plano limitada pela linha poligonal (que
existe sempre pelo teorema de Jordan).

o

Se o leitor estranha que Arquimedes escreva «tracemos FH e
EI», sem ter préviamente definido H e I, isso é simplesmente o
magnifico estilo de escrita geométrica de Arquimedes e de Eu-
clides, que usam sem hesitar as figuras para apoiar o seu texto.
Em vez de escrever «tracemos a recta passando por F'e paralela
ao segmento AG, determinemos a sua intersec¢io H com BG
e tracemos o segmento F'H» Arquimedes escreve simplesmen-
te «tracemos F'H paralelaa AG» e, tendo em atenco a figura,
fica tudo dito e compreensivel... Outros exemplos do mesmo
estilo existem nesta demonstracio.

Para um estudo mais completo da determinaciio de Gj, veja
as primeiras pdginas do livio de Honsberger, referido na

bibliografia.
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