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Tem vindo a ser reconhecido por numerosos educa-
dores que as Aplicagdes da Matemdtica devem consti-
tuir uma das vertentes da actividade dos alunos naquela
disciplina. Naturalmente que ao pensar naquilo a que se
tem vindo a chamar de Aplicacbes da Matemdtica, ndo
se limita esta componente a uma mera ideia de aplica-
bilidade no sentido estrito do termo. As aplicagdes da
Matemidtica envolvem implicitamente criatividade e esta
ndo consiste na simples aplicagdo de principios conhe-
cidos mas na descoberta e construgdo, frequentemente
por via intuitiva, de novos algoritmos, novas relagdes,
novos conceitos, em tltima andlise, nova Matemdtica.
Um exemplo interessante e real desta aplicagdo é apre-
sentado por Feynman (1986).

Quando esses novos elementos sao reconhecidos como
vdlidos e incorporados no esquema coerente que carac-
teriza a Matematica, a sua aplicagdo torna-se num pro-
cesso previsivel, eventualmente rotineiro, e por isso
mesmo preferencialmente realizado com o auxilio de
meios automdticos, nomeadamente de computadores.

Neste artigo pretende-se aflorar a problemdtica das
Aplicacdes da Matemadtica na educagdo sob a perspec-
tiva da construgdo e exploragcdo de modelos matemati-
cos simples em computador. Sdo apresentados dois
exemplos de simulagdes de processos dindmicos através
de modelos implementados em autématos celulares.

A Constru¢io de Modelos e 0s Computadores

Se a aprendizagem passa por proporcionar aos alu-
nos ambientes favordveis a uma situacdo em que eles
sejam construtores activos das suas estruturas concep-
tuais, os processos de modelagdo e exploracdo de mode-
los podem contribuir para esse objectivo na medida em
que encorajam os alunos a generalizar relagdes e pro-
cessos, a definir as suas ideias de forma precisa, e a
testar os seus préprios modelos detectando e corrigindo
inconsisténcias. A vantagem de ter a possibilidade de
interpretar e tornar externos os modelo «internos» seréd
a de tender a conferir forma concreta a ideias abstrac-
tas. Acresce a isto a possibilidade de fazer coexistir
representacdes muiltiplas de um mesmo modelo (Fey,
1988).

Os exemplos que s@o apresentados neste artigo cons-
tituem modelos de sistemas dindmicos. De facto, mui-
tos dos processos naturais que podemos estudar através
de modelos matemdticos tém um cardcter dindmico, isto
€, a sua evolugdo tem que ver com o tempo, existindo
assim automaticamente uma varidvel independente defi-
nida 2 partida. A simulac¢@o de processos deste tipo atra-
vés de computador permite ensaiar, em segundos,
fendmenos que durariam anos ou mesmo que € impos-

Educacdo e Matemadtica N.° 12

sivel realizar em situagdo real (por exemplo em projec-
¢Oes para o futuro). Naturalmente que existem muitos
modelos interessantes que permitem uma larga explora-
¢do sem necessidade de computadores como por exem-
plo a chamada Geometria do Tdxi (Krause, 1975).

Mas os computadores abrem a possibilidade de pro-
porcionar aos alunos ambientes de aprendizagem em que
as representagoes das ideias sdo flexiveis e que simulta-
neamente lhes permitem obter feedback imediato do
computador a partir das suas experiéncias. Na termino-
logia de Papert (1980) os computadores constituem
objectos com os quais se pode estabelecer uma relagao
que nao pode ser reduzida a termos puramente cogniti-
vos. Assim, os computadores podem constituir um meio
em que os modelos podem ser facilmente manipulados,
encorajando os alunos a expressarem os seus proprios
modelos do mundo real, testd-los e avalid-los, e voltando
de novo 2 situagdo real num processo circular que pode
ou ndo ter origem numa situagdo ja definida e simplifi-
cada (Kerr & Maki, 1979). E a questio pode igualmente
ser equacionada no contexto do trabalho dos professo-
res (ver por exemplo Rubin e Rosebery, 1988).

Os programas de simulacdo de sistemas dindmicos sio
talvez os instrumentos de modelagdo mais conhecidos,
amplamente usados em actividades cientificas e suscep-
tiveis de serem utilizados na educac¢do (para uma and-
lise detalhada de diversos tipos de actividades de
modelagdo ver por exemplo Webb e Hassel, 1988).

A construcdo de modelos dindmicos em computador
pode ser realizada através de diversos instrumentos desde
que mantendo um grau adequado de fidelidade ao fend-
meno real (a este propésito ver por exemplo Levin &
Waugh, 1988). Para além das linguagens de programa-
¢do relativamente acessiveis e de utilizacdo genérica,
como o Logo ou o BASIC, existe actualmente uma larga
gama de programas vocacionados para a construgio de
modelos em computador. A simples Folha de Cilculo
constitui um instrumento que permite a modelagdo de
diversas situagdes e a formulacao e exploragao de pro-
blemas. No entanto tém vindo cada vez mais a surgir
programas destinados especificamente 4 modelagdo, com
diversos graus de complexidade na sua manipulagao,
como por exemplo o DYNAMO (Roberts, 1981) que
consiste numa verdadeira linguagem de programagio
para a construgao de modelos. Um dos exemplos que
podemos situar na gama dos programas com interface
mais amigdvel € o STELLA (para uma breve descrigio
deste programa ver por exemplo Whitfield, 1988) em
que toda a construgdo do modelo € realizada através da
manipulacdo de simbolos icénicos representativos das
varidveis em jogo, e que sdo ligados directamente no
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ecra de acordo com a relagdo de dependéncia entre os
diversos factores intervenientes no processo.

A construgdo de modelos referida pressupde o conhe-
cimento das leis que regem o fenémeno de um ponto
de vista global, o que podera significar que é necessd-
rio conhécer exactamente as equagdes correspondentes
ao processo dindmico ou pelo menos alguma relacdo fun-
cional mesmo que traduzida em termos gréficos pelo uti-
lizador. Existem no entanto processos em que a defini¢ao
das leis € estritamente local, isto é, realizada sobre cada
elemento de modo uniforme mas individual. Nestes pro-
cessos conhecem-se as leis «locais» do seu funcionamento
mas o seu desenvolvimento global é muitas vezes extre-
mamente dificil de prever. Naturalmente que estas duas
classes de modelos ndo sdo disjuntas uma vez que cer-
tos fenémenos podem ser vistos quer de um ponto de
vista local quer de um ponto de vista global e estas duas
perspectivas podem ser complementares.

Ogborn (1990) distingue como particularmente inte-
ressante a modelagdo semi-quantitativa quando se dis-
pde de poucos dados para construir um modelo
quantitativo exacto. Assim, a modelagdo semi-
-quantitativa consistird na constru¢do de diagramas cau-
sais cujas varidveis seriam representadas de forma
icénica e relacionadas através do tracado de setas defi-
nidoras de dependéncia directa ou inversa entre elas.

Vamos analisar em pormenor dois exemplos de mode-
los mateméticos em que a definicdo local assume aspecto
relevante.

Os Autématos Celulares

Os autématos auto-reprodutores de John Von Neu-
mann sdo modelos formulados em termos matemdticos
¢ baseados num conjunto de condigdes ou regras reco-
nhecidas como necessdrias para a auto-organizagao dos
seus elementos. Uma caracteristica dos autématos de
Von Neumann € a sua capacidade de auto-reproducio.
Segundo Eigen e Winkler (1989) o primeiro deste tipo
de modelos foi concebido em 1950 de uma forma muito
realista mas com é&xito precdrio. A miquina imaginada
deslocar-se-ia para trds e para diante num grande arma-
zém de pecas, retirando os elementos necessarios a sua
prépria construgdo. E a questdo mais delicada € que os
seus «descendentes» deveriam ter a mesma capacidade
de se auto-reproduzir, num processo recursivo, capaci-
dade esta que deveria portanto fazer parte do seu pro-
grama de construcdo. Poderia imaginar-se que, por meio
de um dado tipo de modificagdo selectiva do programa
de construgdio, seria teoricamente possivel obter uma
melhoria continua da mdquina, com extensdo e aperfei-
¢oamento das suas capacidades no sentido da evolugio
darwiniana.

Em termos tedricos, as ideias de Von Neumann (Kac
& Ulman, 1968) encontram exemplos interessantes,
nomeadamente através da exploracdo dos chamados auté-
matos celulares. Pense-se no plano dividido em células
tal como se se tratasse de um infinito tabuleiro de
xadrez. A cada célula, isto &, cada casa desse tabuleiro,
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pode atribuir-se um nimero finito de estados, como por
exemplo, estar vazio, ocupado ou ocupado por um deter-
minado tipo ou classe de elementos, etc. Para cada célula
pode ainda ser definida uma dada vizinhanga. Por exem-
plo, poderiamos definir para cada célula A da figura 1
um tipo de vizinhanga constituida pelas células numera-
das de 1 a 8.

Fig. 1
Exemplo de vizinhanga de uma célula A

Para que este pequeno mundo adquira uma dindmica
de «vida» podem ser definidas regras de transformagao
simultdnea para cada célula. Isto significa que estas
regras sao aplicadas instantaneamente a todas as células
deste espagco. Von Neumann conseguiu demonstrar que
uma configurag@o de cerca de 200.000 células, cada uma
com 29 estados possiveis e uma vizinhanga de quatro
casas ortogonais (no caso da figura 1, as casas 2, 4, 6
e 8), retine todas as condigdes necessdrias aos autéma-
tos auto-reprodutores, podendo teoricamente realizar
qualquer operagio matemdtica (Eigen & Winkler, 1989).

Um exemplo interessante de um universo de autéma-
tos celulares € conhecido por «jogo da vida». Desenvol-
vido no inicio dos anos setenta, pelo matemdtico inglés
John Conway quando trabalhava intensamente em dois
dos seus temas favoritos: as teorias dos mimeros trans-
finitos e os jogos (ver por exemplo Conway, 1976). Na
construcdo de um universo dinidmico de autématos celu-
lares — capaz de ser simultancamente simples e inte-
ressante mas de resultados praticamente imprevisiveis —
Conway investigou com os seus estudantes dezenas de
hipéteses, ensaiando universos de texturas hexagonais
e triangulares com as mais variadas regras de transfor-
magio. Um dos resultados deste estudo foi uma proposta
extremamente simples: o jogo da vida, como lhe cha-
mou, embora na sua esséncia nao constitua um verda-
deiro jogo.

Neste universo, a vizinhanga de cada célula é consti-
tuida pelas oito células descritas na figura 1. O jogo
decorre em fases sucessivas que sdo designadas habi-
tualmente por geragdes. Em cada geragdo, as regras sao
aplicadas simultaneamente em todas as células. Como
regra base, uma célula deve estar sempre ou ocupada
ou livre, isto €, s6 existem dois estados: célula ocupada
(viva) ou vazia (morta). As regras deste verdadeiro
micromundo sdo as seguintes:
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1. Sobrevivéncia: Uma célula sobrevive e passa a
geragdo seguinte se 2 ou 3 células vizinhas estiverem
também vivas (isto é, ocupadas). A célula permanece
portanto ocupada, isto é, viva.

2. Morte: Uma célula morre (isto €, passa de ocu-
pada a vazia) se mais de 3 ou menos de 2 células da
sua vizinhanca estdo vivas. No primeiro caso poderia-
mos dizer que o sistema estaria sobrepovoado e no
segundo que o individuo estd demasiado isolado.

3. Nascimento: Uma célula nasce (isto €, passa de
vazia a ocupada) se 3 e s6 3 células vizinhas jd estive-
rem vivas.

Em cada geragdo, cada célula sofre uma transforma-
¢do determinada por aquelas trés regras.

Atente-se no desenvolvimento da evolucio da confi-
guragdo inicial da figura 2.

Naturalmente que este processo implementado em
computador permite com grande rapidez apreciar o
desenvolvimento de uma configuragio inicial apés deze-
nas ou centenas de geragdes.

E possivel desenvolver a simulagdo deste processo
com o auxilio de diversos programas, existindo diver-
sas implementagdes realisadas sobre diferentes suportes,
como é o caso do programa LAZLife desenvolvido por
Larry Hutchinson para os computadores Maclntosh.

As questdes que se colocam podem permitir explora-
¢Oes extremamente interessantes. Haverd configuragdes
iniciais que desaparecem, ou que se tornam estdveis, ou
que alternam entre diferentes estados numa ou outra
forma de estabilidade, ou que se desenvolvem e criam
«colénias» que por sua vez se desenvolvem também, etc.
Ha por exemplo as chamadas configuragdes méveis (ver
figura 3). Quais serdo as caracteristicas deste tipo de
configuragoes? Que classes de configuragdes mdveis
podem existir? Quais sdo estdveis, apds um nimero
finito de geragdes?

Existem configuragdes cujo crescimento € infinito?
Haver4 possibilidade de obter todo o tipo de configura-
¢do? Se ndo, porque ndo? Que leis é possivel conjectu-
rar acerca de determinadas categorias de configuragdes
de vida limitada (isto €, que desaparecem ao fim de um
nimero finito de geracdes)?

E o que dizer do jogo da vida em trés ou mais dimen-
soes?

1.* geragiio

2.4 geragdo

1.2 geragio 2. geragio

-& 5

3. geracdo 4.% geracio 5.* geragio

Ll Ll
LL Ll

11
11

6.7 geragio 7.% geragdo 8.% geracao
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I
9.% geragio 10." geragdo 11.* geragio
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Fig. 2
Evolugdo de uma configuragdo que adquire
«estabilidade alternante» na 10.2 geracdo

O entusiasmo e a atrac¢do que o jogo da vida des-
pertou em certos meios tem que ver naturalmente com
a sua simplicidade, pelo facto de ser totalmente previsi-
vel, célula por célula, mas a evolugdo em larga escala
desafiar tremendamente a intui¢ao.
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Fig. 3

Exemplo de uma configuragdo mével. Ao fim de quatro geragoes ela regressa a configuragio inicial
mas deslocada uma célula para a direita e para baixo. A sucessdo de sequéncias como esta provoca
o deslocamenteo rectilineo da configuragio.

Educagdo e Matemdtica N.° 12

Pag. 19 4.° trim. 1989




1.# geragdo 2.% geragao
|
|
[ | 1ol
®
]
|
|
@ ;
[] | | e a
[]
Ll T
J=] 11
| | 9 eee | | mw un
|l I
& |
(
Fig. 4

Exemplos de desenvolvimento de configuragées estdveis

Simulagdo de fogos

Quando em Outubro me dirigia para Viana do Cas-
telo para participar no Encontro da APM — pensando
em exemplos sugestivos de simula¢Ges para realizar em
Logo — deparei com um enorme incéndio naquelas
maravilhosas terras. Apesar de a realidade ser muito
mais dramdtica do que a minha preocupagdo com as
simulacdes, pensei que seria um exemplo bem interes-
sante simular o desenvolvimento de um foco de incén-
dio. Penso mesmo que esta ideia jd existia a propdsito

do estudo da natureza matemdtica de certas formas
caracteristicas de fenémenos naturais (ver por exemplo
Marx, 1987 e Peterson, 1988) e de uma ideia que per-
sigo hd cerca de um ano e que envolve o estudo dos
chamados tridngulos de Sierpinsky.

Imagine-se um universo celular — ou um sistema de
particulas interactivas, na terminologia de alguns mate-
madticos (Durret, 1988) — em que cada célula pode assu-
mir, em cada fase, um e s6 um de trés estados: 1, i
e 0. Neste modelo, cada célula representa uma drvore
e os trés estados referidos correspondem respectivamente
a uma arvore sa, ardendo e ja ardida. As regras de trans-
formagdo sdo 6bvias. O problema torna-se mais aliciante,
do ponto de vista matemadtico, através da utilizagdo de
valores de probabilidades. As regras poderiam ser as
seguintes:

1. Todas as drvores sdo inicialmente verdes, excepto
uma (o foco de incéndio).

2. Uma d4rvore ardida mantém-se ardida.

3. Uma drvore ardendo pode transmitir esse estado
a uma drvore sa vizinha. Este facto depende do valor
definido para a probabilidade de transmissdo (podendo
eventualmente variar ao longo do processo).

4. Uma arvore permanece ardendo durante uma gera-
¢do (isto é, uma unidade de tempo).

O estado do processo num dado momento m é uma
fungdo Epn: :
Em: Z? = {1,i,0}

Durret (1988) descreve a dindmica deste processo em
termos de probabilidades da seguinte forma:

Se En(x) = 0, entdo En+1(x) = 0

(correspondente a 2.)
i, entdo Ep+1(x) = 0
(correspondente a 4.)

Se Em(x) =

Se En(x) = 1, entao
PEm+1(x) = 1) = (1 — p)*
PEn+1(x) =1) = 1-P (En+1(x) = 1)
(correspondentes a 3.)
sendo k o mimero de vizinhos em estado i, P represen-
tado o valor da probalidade e p um pardmetro definido
no intervalo [01]. A condi¢do inicial poderia ser

: 2 3 4 5 6
: o
7 8 9 10 11 12
5 | ] | |
| | |
H : i aa .
1 1 | | | @
Fig. 5

Inicio do desenvolvimento de um foco de incéndio de acordo com o modelo apresentado.
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En((0,0)) = i, isto é, a célula (0,0) seria o foco de
incéndio.

A simulagdo deste processso em computador poderd
eventualmente ser implementada com o auxilio de dife-
rentes tipos de instrumentos. O recurso & programagéo
poderd permitir tornar mais flexivel a utilizagdo da simu-
lagdo. Usando procedimentos elementares em LOGO
pode realizar-se uma primeira aproximagao a este pro-
blema. Na sec¢do Logo.Mat deste nimero da revista é
explorada de forma resumida uma possivel implemen-
tacdo deste processo.

Fig. 6

Facilmente se pode generalizar aquele conjunto de
procedimentos a outros casos introduzindo novos facto-
res de probabilidade e utilizando os oito vizinhos de cada
célula. Através deste tipo de modelo matemdtico podem
realizar-se experiéncias interessantes, ensaiando técni-
cas de contra-fogo, estudando a influéncia da variagdo
da humidade do solo, do vento, de barreiras de segu-
ranga, etc, na propagacao do fogo. Todos estes elemen-
tos sao simulados através da defini¢do de valores para
as probabilidades de propagac¢do aos vizinhos imediatos
ou a outros, e de interaccdo entre estes factores. Além
disso, a base do modelo pode ser constituida por uma
distribuicdo aleatéria de drvores (células) em vez de um
recticulado perfeito como € o caso do exemplo apresen-
tado.

Conclusao

Os exemplos apresentados pertencem a um campo
ainda relativamente pouco explorado da Matemadtica e
muito pouco trabalhado em termos de educagdo mate-
mdtica. Pareceu-me que tal escolha poderia constituir
uma forma de sugerir uma perspectiva de trabalho no
dominio das Aplicagcdes da Matemdtica que dd énfase
a elaboragdo e exloragdo de modelos em relagdo aos
quais ndo € necessdrio conhecer um conjunto de equa-
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¢oes complexas, mas que permitem uma investiga¢io
interessante.

Era igualmente objectivo deste artigo valorizar as apli-
cagdes como uma componente importante do ensino da
Matemdtica no sentido em que podem constituir elas pré-
prias elementos de estudo e de trabalho através da cons-
trugdo e exploragio de modelos. Esta vertente, que
deverd estar implicita na proposta do envolvimento dos
alunos em actividades sobre as Aplicagdes da Matema-
tica, pode tornar-se mais saliente através da utilizacdo
de computadores. Embora as linguagens de programa-
¢do, e nomeadamente o Logo, constituam instrumentos
disponiveis para este trabalho, os programas vocacio-
nados para actividades de modelagdo constituem sem
divida os instrumentos privilegiados para este tipo de
actividade.

Num momento em que se buscam linhas orientado-
ras gerais para o que poderd ser a educagio matemdtica
bésica dos alunos, e por outro lado se vislumbram os
contornos dos futuros curriculos, € importante tomar em
consideragdo o que poderd ser uma vertente interessante
da utilizagdo da tecnologia nos curriculos.
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Aplicacoes na Matematica escolar
em discussao no Profmat-89

No Profmat-89, realizado em Outubro passado em
Viana do Castelo, um dos grupos de trabalho foi dedi-
cado ao tema «Aplicagdes na Matemética escolar». Um
relatério sobre o que foram os trés dias de trabalho desse
grupo serd publicado no Profinat n.° 5 (Actas do Encon-
tro) tal como sucederd com todos os outros grupos. No
entanto, uma vez que este nimero de Educagdo e Mate-
mdtica € dedicado a0 mesmo tema, parece oportuno
transcrever a parte final desse relatdrio que se refere aos
pontos focados no iltimo dia dos trabalhos.

[...]

® Embora o professor goze sempre de alguma liber-
dade, os programas actuais ndo sao propicios ao traba-
lho com aplicagdes da Matemadtica sobretudo por causa
da natureza dos objectivos subjacentes a esses pro-
gramas.

® Actividades concretas sobre aplicagdes da Matema-
tica poderdo naturalmente agradar mais a alguns alunos
do que a outros mas, de um modo geral, permitem dar
sentido a muitas nogdes com que os alunos trabalham.
Além disso, poderdo proporcionar actividades diversi-
ficadas que tenham em conta o contexto social da escola
e dos alunos (neste aspecto, a Matemdtica poderd ser
diferente de regido para regido). Um exemplo concreto,
apresentado por uma professora da Marinha Grande,
mostrou a relevdncia de nogdes de Trigonometria para
alunos do 9.° ano, em relagdo a indistria dos moldes
e em particular as necessidades profissionais dos fresa-
dores.

® As actividades envolvendo relagdes da Matemadtica
com a realidade ou com outras disciplinas requerem mui-

tas vezes trabalho de grupo entre professores de Mate-
mdtica e/ou colaboragdo entre professores de vdrias
disciplinas.

® Por vezes, o desenvolvimento de projectos envol-
vendo aplicagoes da Matemdtica exige que o professor
dé atencdo a questdes diversas de natureza nao mate-
mitica e ndo proceda a simplificagdes exageradas da
situacdo em estudo; esta exigéncia reforca a necessidade
do trabalho em equipa e chama a atencdo para a impor-
tincia de existirem materiais e recursos disponiveis,
aspecto em que a Associa¢do de Professores de Mate-
mdtica pode ter um papel decisivo.

® S30 necessdrias mais experiéncias concretas em que
se utilizem aplicagdes da Matemadtica nas aulas, bem
como uma diversificagdo dos niveis escolares — por
exemplo, seriam benvindas experiéncias nos cursos com-
plementares do Ensino Secunddrio. Um aspecto a que
serd necessdrio dar atencao é o das formas de avaliacdo
adequadas a um tipo de trabalho que incluird muitas
vezes trabalho de grupo, realizagdo de projectos, rela-
¢oes interdisciplinares, etc.

® Deveriam ser criadas condi¢des favordveis para gru-
pos de professores que apresentem, na sua escola, pro-
postas relevantes para o desenvolvimento de projectos
envolvendo aplicagbes da Matemdtica. Essas condigOes
poderiam incluir o reconhecimento, no horario dos pro-
fessores respectivos, de algumas horas semanais dedi-
cadas ao desenvolvimento de materiais, apoio as
actividades dos alunos, etc.

[Extraido do relatério do GT9 do Profmat-89, elaborado
por Ana Vieira e Paulo Abrantes em Outubro de 1989]
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