Infroducdo

Estudo da influéncia da mudanca dos parametros de uma fungdo
no respective grafico. Aplicades

Fungao de proporcionalidade directa

No ambito do estudo das funcdes, conceito fundamental de
Matemdtica, uma das competéncias que se pretende que os
alunos desenvolvam ao longo de toda a escolaridade, con-
siste na observagio e estudo de graficos de funcdes dadas por
expressdes algébricas bem como na alteragiio de pardmetros
e verificacdo dos efeitos produzidos nos graficos.

Por exemplo quando se estuda a fungiio de proporciona-
lidade directa y = k2, k£ € R (8° ano de escolaridade) pre-
tende-se estudar o significado do pardmetro k.

Com auxilio de uma folha de célculo como por exemplo
o Excel ¢ possivel desenvolver um médulo computacional,
em que seja possivel trabalhar simultaneamente com a ex-

pressdo da fungfio y = f(z), uma tabela de valores (z, f(x))
e o respectivo grafico. E importante que os alunos trabalhem
40 Mesmo tempo com estas representacdes e consigam tra-
duzir umas nas outras.

Uma das potencialidades do Excel consiste na possibili-
dade de incluir uma «barra de deslocamento» ou scrollbar,
que fica associada ao valor de uma determinada célula. A
figura 1 mostra uma parte do médulo computacional cons-
truido com o objectivo de estudar a funciio de proporciona-
lidade directa. Neste caso, a barra de deslocamento est4 as-
sociada ao valor da constante de proporcionalidade directa
k, cujo valor se encontra na célula C2.

.
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Figura 1. Aplicacdo desenvolvida em Excel para visvalizacdo do
grafico correspondente @ funcdo y=Hx. i

Este tipo de actividade, de construgfio do gréfico da fun-
¢io y = kz devers ser concretizada pelos os alunos devida-
mente orientados pelo professor.

Propdr aos alunos uma tarefa como a contrugio de um
dado médulo computacional com objectivos muito concre-
tos, leva por um lado os alunos a utilizar as técnicas ma-
temdticas aprendidas nas aulas, como também os obri-
ga a a desenvolver o hébito de pensar e agir de uma forma
organizada.

Para a construciio deste médulo é necessério que os alu-
nos tenham bem presente as trés representagdes de fungdes:
expressio algébrica, tabela e grafico. Em seguida compre-
enderdo que uma vez que a tabela de dados é construida a
partir da expressio, e o gréfico é tragcado com os valores da
tabela, quando se actua sobre a barra de deslocamento (ou
seja quando se altera o valor de k) a tabela e o grdfico sdo
automaticamente actualizados (figura 1).

E necessdrio definir uma tabela de dados: os valores de
e os correspondentes valores de y e ainda o valor minimo e
maéximo para o conjunto dos valores das abcissas e o espaca-
mento entre eles. A partir daqui os alunos compreenderfo
que para a construgio do grifico basta seleccionar a tabela
de dados e recorrer ao botéo de Assistente de graficos do Ex-
cel e escolher o grafico que melhor se adequa a situacio.

Para além de alguns aspectos relacionados com a parte
estética do médulo desenvolvido, e que nfo sdo de despre-
zar pois tornam os graficos mais apelativos como por exem-
plo a sua formatacio (cor de fundo, espessura do trago, cor
do traco) temos ainda a defini¢io da escala que é muito im-
portante do ponto de vista matemdtico. Para definir a esca-
la basta clicar sobre os niimeros que constam no eixo dos
2z, e com o botdo direito fazer aparecer um menu que dard
todas as orientacdes necessdrias para tornar a escala nfio
automadtica.

Finalmente a barra de deslocamento que se introduz a
partir da barra de ferramentas do Visual Basic corresponde
apenas a um c6digo simples contendo os valores minimo e
maximo da barra, Scrollbarl.min e Scrollbar2.min res-
pectivamente e a que valor da célula é que ela fica associada.
O cédigo para a anterior aplicaciio é o seguinte:

Private Sub ScrollBarl_scroll()

ScrollBarl.Min = 0
ScrollBarl.Max = 200
Cells(2, 3) = ScrollBarl.Value / 10

End Sub

A figura 2 ilustra o que acontece quando se actua sobre a
barra de deslocamento.

Esta aplicaciio permite estudar a variagio do pardmetro
k na funciio de proporcionalidade directa y = kz. No en-
tanto é possivel também desenvolver uma aplicagio para
estudar a funcio y = kz + b, agora com duas barras de des-
locamento, uma para o & e outra para o b.

Figura 2. Resultados obfidos para k=0.5 e k=4.
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Estudo da funcdo quadratica

Tendo em conta que o conceito de fungiio é de importancia
primordial no ensino da Matemitica e que percorre todos
os niveis desde os do ensino bdsico ao secundério, faremos
agora uma abordagem ao estudo das fungGes ao nivel do 10°
ano, nomeadamente ao estudo da funciio quadrdtica recot-
rendo mais uma vez a folha de célculo nio esquecendo que
todos médulos que serdo apresentados deverio ser propostos
aos alunos pois estfio perfeitamente ao seu alcance. Os alu-
nos terdo mais uma vez oportunidade de utilizar os conhe-
cimentos matemdticos e aplicd-los nas diferentes situacdes
que vio surgindo.

Com a possibilidade de usar barras de deslocamento, é
possivel fazer o estudo intuitivo das propriedades das fun-
¢oes e dos seus graficos, analisar os efeitos das mudancas de
pardmetros nos graficos de fungdes considerando apenas a
variagio de um parmetro de cada vez, e ainda estudar as
transformacdes simples de fungdes.

Na figura 3 apresenta-se uma aplicagio desenvolvida para
oestudodafungiioquadrdticanaformay = a(z — x,)? + y,.
As trés barras de deslocamento correspondem ao parimetro
a e as coordenadas do vértice da pardbola 1z, e 1.

Na figura 4 € possivel visualizar alguns resultados obtidos
quando se alteram os valores de a e das coordenadas do vér-
tice da pardbola.

Da mesma forma € possivel desenvolver uma aplicacio
para o estudo da fungiio quadritica escrita na forma canéni-
cay=oazr®+br+c,a#0.

Neste caso serfio introduzidas trés barras de deslocamen-
to para os coeficientes a, b e ¢. Associado ao gréfico da fun-
Ao quadrdtica é possivel compreender os significados geo-
métricos dos coeficientes.
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Figura 3. Aplicacdo desenvolvida em Excel para visualizagdo do
grafico correspondente @ funcao y=a[x-x,]e+y,.

Figura 4. Resultados obridos quando se alteram os valores de a. X, e ,.
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Figura 5. Aplicacdo desenvolvida em Excel para visualizacao do
grdafico correspondente @ fungdo y=ax®+bx+c.

A exploracio das aplicacdes apresentadas na figura 4 e 5
pode conduzir a um trabalho de investigacio no sentido de
os alunos descobrirem propriedades destas familias de fun-
¢Bes e o efeito da alteraciio dos pardmetros:

& i

1. Relativamente 2 primeira aplicacio (figura 4) é pos-
stvel estudar a variacio de a e de =, e y,. Os alunos
deverfo reconhecer que a fungio quadritica do tipo
y = a(z — ,)? + ¥, se pode obter & custa da funcio
y = 22 efectuando uma translacciio segundo o vector

(l‘mxy)‘

Relativamente 2 aplicagfio da figura 5:

2. Fazendo ¢ = 0 estudar as fungdes do tipo y = az? + ba.
3. Fazendo b = 0 estudar as fungdes do tipo y = az? + c.
4. Fazendo b = ¢ = 0 estudar as funcdes do tipo y = az?.
5

Qual a consequéncia no grafico da alteragio do pardme-
tro a? E do parAmetro ¢?

O parimetro b influencia o gréfico de uma forma nfo tdo
imediata. De que forma?

6. Construir uma aplicacdo semelhante as duas anteriores
para visualizaciio do gréfico de uma func¢io quadritica
mas escrita na forma y = a(x — zo)(z — z1).

Construcdo do circulo trigunumérrirfu e desenho do grdfico da
funcdo y=sen(x]

As fungdes trigonométricas constituem parte fundamental
dos programas de Matemética do 11° ano.

Figura 6. Circulo frigonométrico

Prop&em-se, agora, a constru¢do na folha de cdlculo do
circulo trigonométrico e correspondente representacio do
gréfico da funciio f(z) = sen(z).

Neste médulo computacional os alunos terdo de, pri-
meiramente, construir uma circunferéncia de raio 1.

Aqui, a discussdo sobre qual a equagiio que deverdo es-
colher para descrever a circunferéncia com vista ao seu tra-
¢ado, é jd por si um trabalho com valor didéctico. Pode-
Ao optar pela equagiio cartesiana, no entanto verdo que as
equagdes paramétricas

{ z = Rcos(f)
y = Rsen(f)

respondem melhor a esta tarefa. Basta para isso definir 3 co-
lunas, uma com os valores das amplitudes dos angulos de 0 a
27 e outras duas com os valores de = e de .

Em seguida, deve ser introduzido numa célula um valor
para o 4ngulo que o raio faz com o eixo dos zz. Os alunos
deverdo ter presente que 2 medida que a amplitude do 4ngu-
lo vai variando em [0,27], o lado extremidade desse 4ngulo
intersecta a circunferéncia num tnico ponto cuja ordenada
é o seno desse angulo (figura 6).

Para visualizarmos a representacio do gréfico da funcio
f(z) = sen(z) a medida que a amplitude do 4ngulo vai va-
riando no circulo trigonométrico, é introduzido um botio
de comando que ficard associado a um cédigo. Sempre que
o botio for activado, o cédigo serd executado, os valores da
amplitude do 4ngulo vio mudando e serd construido simul-
taneamente o gréfico da funcfo.
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O facto de ser necessdrio introduzir um botfo de coman-
do, estd relacionado com o aspecto visual pois neste caso
queremos relacionar o grafico da funcfio f(z)*= sen(x) com
o circulo trigonométrico, e ver que 2 medida que o seno do
angulo varia (no cfrculo trigonométrico), o gréfico vai sen-
do tragado gradualmente. Para que isso aconteca basta man-
dar escrever em duas colunas os pontos (z,sen(z)) através
do referido botdo de comando. Esta série de dados, estando
associada a um gréfico ird originar o seu aparecimento gra-
dual. Assim basta utilizar o procedimento de ciclo iterativo
For.... Next.

O seu significado simples consiste no seguinte:

< .
Para varigvel de valor inicial dado e valor final
Executar isto
Recomecgar incrementando a varidvel um certo valor

Na figura 7 estd representado o cédigo em que para cada va-
lor de 4, desde 0 até ao valor correspondente ao Angmax (
que entretanto estd inserido na célula da linha 2 coluna 9)
escreve em duas colunas o valor de 4 e o respectivo sen(4).

Sub Button3_Click()
Angmax = Cells(2, 9)
Fori=0 To Angmax
Cells(3, 9) =i
Cells(7 +i, 11) =i * 3.1415927 /180
Cells(7 +i, 12) = Sin(i * 3.1415927 / 180)
Next i
End Sub

Figura 7. Codigo associado ao botdo de comando.

Na figura 8 é apresentada uma sequéncia daquilo que é pos-
sivel visualizar apds accionar o botdo de comando.

Com auxilio desta aplicacio pode fazer-se o estudo com-
pleto da variagdo e do sinal da fungiio sen(z).

Uma vez construida a aplicacio da funciio seno pode ser
proposta a construgfio de uma aplicagio que desenhe o gré-
fico da fungfio y = cos(z). Por outro lado a construcio de
médulos computacionais para melhorar a compreensio do
estudo dos angulos é também uma boa proposta de trabalho
que poderd ser desenvolvida ao nivel do 11° ano.

Para finalizar apresentaremos em seguida um médulo
computacional que poders constituir um tema para um tra-
balho com caracteristicas de projecto.

A Roda gigante. Modelacdo Matemalica

Dada a grande variedade de situagSes reais que podem ser
modeladas através de funcgdes trigonométricas, o estudo des-
tas, pode ganhar especial interesse com a anélise de situa-
¢Opes concretas.

A abordagem matemdtica de uma situaciio real passa
pela construgiio de um modelo matematico, uma descricio
da situagfio, que se estende por diferentes fases:

* interpretaciio e simplicacio do problema na elaboraciio
do modelo real;

El e rosoftExcels Gl ulo rigono sent v iixl:
Elde £ vew Inet Fomat ook Dot Widow Heb
DEHSH GRY 4B
Aial ¥ ~10 - B F U

@x-BUL BFe -8
G e O-2-A-,

3 o #8s
037 - il
A B = 5] E E G i i 3 K T N %
i
2
3 Animagéo | [ Anguio= 128
: L
2 ’ Circulo Trigonométrico F(x)=sen(x)
7
I 1
9 ’
10 /
11 / 0.5 o 0.5
Bl |/
wl
I
12 I T 9 T 0 T T T T 1
17 -‘l\ -0.5 0.5 Ji 1 2 3 4 7
18 /
19 X 054 / 0.5
2 \, P
2 AN e
| | ey =6 -1
i
2

1
2

3 Animagso | [ Anguio= 242

4 R AR

g g F(x)=sen(x)

7 _—

L 1

]

10

1t ]

- 0.5

13

4

}2 0 T T T r
17 ] 1 2 3 4 7
18 /

18 .5 4 / 0.5

2

21

22 /,/

23 T, e -

2 t 1

%

A e

a7 - 5 0523558783_@35
IR e BE £ € H i 1 [ <
1
2 1
3 Animagéo Angulo= 331
o G
5 A ” Y
. Cireulo Trigonométrico F(x)=sen(x)
i3 d 4 1
8V
9
10
11 o 4
g 0.5 05
13
14
1 )
15 ! i 0 ; 1
17 A 1 2 7
i /|
i |05

Figura 8. Variacdo do seno de um dangulo no circulo frigonométrico e
tracado do respectivo arafico da fungdo f[x]=sen[x].

* «tradugio matemdtica» ou matematizacio do modelo
real para a construgiio do modelo matemético (no caso
concreto o modelo serd do tipo h(t) = acos(bt) + c);

® interpretagio e avaliagio do modelo matemitico de
acordo com a situaciio real.

Todos nés conhecemos as rodas gigantes das feiras ou dos
parques de diversdes.
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Figura 9. Raio e cadeira gque se estd a estudar da roda gigante
construida em Excel com 5 mefros de raio e a 2 metros do solo.

E possivel em Excel construir um modelo que descreva a re-
lagfio entre a altura a que se encontra um passageiro numa
roda gigante e o tempo.

Para isso, procede-se primeiro & construciio da roda. Ana-
logamente ao que foi explicado para a construcio do circulo
trigonométrico, pode-se recorrer as equacdes paramétricas

{ x = Recos(f)
y = Rsen()

para desenhar a circunferéncia. Considerando o raio da
roda 5 metros e que esta se encontra a 2 metros do solo,
temos para os valores de « : 5 sen « e para os valores de
y : 7+ 5 cos o, jd que para se ter o Angulo descrito pela ca-
deira disposto de forma semelhante ao circulo trigonométri-
co considera-se que o movimento da roda comeca quando
esta se encontra a 7 metros do solo (2 + 5). No entanto, os
alunos deverfo ser levados a reflectir que quando a roda co-
mega a girar o passageiro estd na posicio da roda mais pré-
xima do solo (na cadeira a 2 metros do solo) e serd a partir
daqui que se vai iniciar a contagem do tempo. Logo, o 4ngu-
lo descrito pela cadeira ndo vai ter o lado origem paralelo ao
solo (quando a cadeira est4 a 7 metros do solo) mas, sim per-
pendicular ao solo. Este facto faz com que se tenha que al-
terar o argumento da fun¢fio co-seno para o — /2, ou seja,
os valores de  deverfio ser 5 sen(a — 7/2) e os valores de y
serdo 7+ 5 cos(a — 7/2).

De seguida para se construir um raio da circunferéncia e
um ponto sobre esta para simular a cadeira que se est4 a es-
tudar desenha-se um segmento de recta, bastando para isso
indicar numa tabela as coordenadas dos seus extremos como
em mdédulos anteriores j4 foi referido (figura 9).

Pode-se alterar o aspecto do ponto que estd sobre a cir-
cunferéncia de forma a assemelhar-se a uma cadeira de uma
roda gigante. Pode-se ainda melhorar o aspecto da roda gi-
gante, considerando-se que esta tem 12 cadeiras desenha-
rem-se as restantes cadeiras e raios. Esta construciio é bas-
tante simples e mais uma vez ttil, j4 que envolve a utilizagio
de conceitos de trigonometria. Para tal, deve-se ter em aten-
¢do que como a roda tem 12 cadeiras igualmente espagadas,
entre elas distam de um angulo de 27/12 = 7/6. Logo, a ex-
pressdo para o valor da abcissa e ordenada do ponto que re-

Figura 10. Roda gigante consfruida em Excel com 5 metros de raio e a
2 mefros do solo.

presenta a cadeira obtém-se adicionando 7/6 ao argumen-
to da fungfio co-seno e seno, respectivamente, na expressio
das coordenadas do ponto. A construciio dos restantes raios
serd andloga, pois para obtermos as coordenadas dos pontos
que representam as cadeiras serd sempre adicionado ao ar-
gumento da fungfio co-seno e seno um miltiplo de 7/6 na
expressio das coordenadas do ponto anteriormente referido,
conforme a posi¢iio da cadeira relativamente 4 considerada.
Poderfio também ser construidos os segmentos para repre-
sentarem o suporte da roda (figura 10).

Na figura 11 apresenta-se a aplicacio desenvolvida em
Excel que ilustra com uma animagfio como se associa a posi-
¢80 duma cadeira numa roda gigante, 2 medida que esta vai
girando, ao tragado da representaciio grafica da funcio que
nos dd a altura da cadeira considerada, em fungio do tempo.
Para se visualizar a animacfo basta premir o bot&o de co-
mando «Iniciar movimento da roda».

As trés barras de deslocamento correspondem aos pa-
rAmetros raio, tempo de duragio de uma volta e nime-
ro de voltas que a roda vai girar. Estes parAmetros podem
ser alterados vendo-se a imediata transformacfio no aspec-
to da roda, posicionamento da cadeira considerada, bem
como, a alteragiio correspondente na representacio grafica
(figura 11).

Para a constru¢io desta aplicagio em Excel é necessa-
rio, primeiro, construir-se o modelo matemadtico que descre-
ve a relacfio entre a altura a que se encontra um passageiro
e o tempo. Supde-se que quando a cadeira inicia o seu mo-
vimento encontra-se no ponto mais préximo do solo (a po-
sigio inicial), inicia-se, assim, a contagem do tempo em 0
minutos. Admite-se, também, que a cadeira movimenta-se
no sentido anti-horario.

Ao longo do seu movimento, a posicio que a cadeira
ocupa estd perfeitamente determinada pelo angulo « cujo
lado origem é o segmento de recta vertical que une o centro
da roda ao solo'e o lado extremidade & o raio da roda relati-
vo a esta cadeira.

Em primeiro lugar restringe-se o estudo do movimento
da cadeira entre a sua posi¢io.inicial e a posicio que ocupa
quando o raio da roda relativo & cadeira descreveu um angu-

lo de 7/2 (figura 12).
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Figura 11. Aplicacdo da roda gigante construida em Excel.

Determina-se = em fungio de .

Tem-se que cosa = x/5 logo = = 5cos a.

Sendo assim, a altura do passageiro em funcfio do angulo
a édadapor 7— 12z =7-5cosa.

Restringiu-se o problema 2 determinaciio do 4ngulo «
em funcfio do tempo. Observa-se que a amplitude do angulo
a corresponde 4 amplitude do arco percorrido pela cadeira.

Figura 12.
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De acordo com a situagio, a cadeira descreve um arco de
amplitude 27 radianos em 12 minutos. Uma vez que a ve-
locidade de rotagfio é constante, o arco percorrido € direc-
tamente proporcional ao tempo. Logo, a amplitude do arco
percorrido pela cadeira em ¢ minutos é dado por

== il == ke d .
64 t tla 1anos

Logo, a expressdo que relaciona a altura da cadeira com o
tempo para o, @ €]0, /2] é:

7 — 5cos (-gt)

De forma andloga, se verifica que a expresso é valida para
a€lm2rl,a=0,a=mea=m/2.

Sendo assim, a altura h, em metros, de um passageiro,
t minutos apés a roda gigante ter comecado a girar, é dada
pelo modelo:

7 —5cos <gt)

Uma vez encontrado o modelo, este deve ser testado. Deve
ser posta em causa a validade do modelo.
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E importante que os alunos reconhecam que apesar de
adoptarmos este modelo, este nio traduz exactamente a si-
tuacio real do movimento desuma roda gigante, podendo
ser aperfeigoado. Algumas questdes podem ser levantadas,
tal como, a roda ndo estd sempre a girar, tem que parar cons-
tantemente para os passageiros safrem e entrarem outros.

A aplicagfio desenvolvida em Excel permite nio s6 que
os alunos visualizem o modelo construido, bem como pro-
porciona a possibilidade de fazerem uma anilise geométri-
ca fazendo uma exploragio dindmica do modelo. Algumas
questdes podem ser colocadas:

1. A que altura se encontra um passageiro ao fim de 10 mi-
nutos!

2. Quais os instantes em que, durante a 1.* volta, um pas-
sageiro estd a 9,5 metros do solo?

3. Sabe-se que quando os passageiros se encontram a uma
altura superior ou igual a 9,5 metros podem desfrutar da
melhor vista do parque. Quanto tempo, durante uma
volta completa, um passageiro podera desfrutar da me-
lhor vista do parque?

4. Imagina que um passageiro dd vérias voltas na roda gi-
gante. Passados 20 minutos qual o espaco percorrido
pela cadeira?

5. Imagina, agora, que o passeio de um passageiro na roda
gigante teve a duraciio de 36 minutos. Durante o seu
passeio quais os instantes em que O passageiro se encon-
trava a uma altura de 8 metros do solo?

Para a constru¢iio desta aplicacio em Excel utilizam-se,
maioritariamente conceitos matemdticos, em especial liga-
dos a trigonometria, pelo que deverdo ser os alunos a mode-
lar esta situaciio da vida real, ndo se limitando apenas (como
é frequente) a responder analiticamente a questdes que lhes
s30 colocadas. Esta actividade revela-se extremamente rica
para ser feita numa sala de aula, laboratério ou clube de Ma-
temdtica, jd que permite trabalhar contetdos de trigonome-
tria e fazer modelacfio, tho importante em Matematica.

Conclusdes

As aplicagdes apresentadas anteriormente pretenderam
mostrar apenas uma forma de utilizar a folha de calcu-
lo para estudar conceitos matematicos. Optou-se por mos-
trar a grande vantagem na utilizaciio do Excel no estudo das
fungdes e dos seus graficos em vérios niveis de escolarida-
de. RelagBes entre diferentes tipos de representacdes como
as tabelas, equacdes e graficos sdo mais facilmente compre-
ensiveis quando tais representacdes sdo visiveis em conjun-
to e ligadas umas com as outras isto é quando se altera uma
representagfio, automaticamente as outras representacdes
vém alteradas.

No entanto a sua riqueza estende-se por vérios temas da
Matemdtica e também permite desenvolver conex&es muito
interessantes entre temas como a dlgebra e a geometria.

A folha de célculo utilizada numa éptica do desenvol-
vimento de aplicagdes computacionais relacionadas com
contetidos matematicos, permite, como vimos anteriormen-
te, com reduzidos conhecimentos ao nivel da programacio,
criar ambientes mateméticos estimulantes para os alunos.
Concretamente o Excel possui um vasto conjunto de pro-
cedimentos que podem ser utilizados para ilustrar concei-
tos matemadticos, para fomentar a descoberta e o reconhe-
cimento de padrdes e para desenvolver o espirito critico e
investigativo.

A experiéncia em sala de aula mostra que esta metodo-
logia de trabalho, em que se pretende que os alunos apren-
dam matemdtica a0 mesmo tempo que constroem aplica-
¢des dindmicas em Excel, € motivante e enriquecedora.

Nota: As aplicagdes computacionais apresentadas ao longo
do artigo poderio ser visualizadas na pagina com o seguinte
endere(;o: http://sites.google.com/site/matmodel/
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