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Miliplas conexdes matemalicas envolvendo o nmero 120

Paulo Afonso

Existem muitos tipos de nimeros que sdo objecto de estudo
nas aulas de matemética: os pares, os {fmpares, 0s primos, os
primos entre si, 0s compostos, os perfeitos, os quadrados, os
triangulares, os naturais, os inteiros, os relativos, os racio-
nais, os reais, os irracionais, etc. Destes, hd alguns que se
distinguem pela sua importincia histérica, como seja o 1,
o zero, o Pi, ou o de ouro. No obstante isto, tem-se vindo
a descobrir aspectos fascinantes acerca de outros bem mais
«modestos», em termos da sua importincia relativa como
entes da Histéria da Matemética, como seja 0 9, 0 1089, o

3037 ou o 142857. Basta uma consulta rdpida na Internet
para nos apercebermos das suas particularidades do ponto
de vista matemadtico.

Contudo, nfo é acerca destes nlimeros que eu vou inci-
dir a minha reflexdo. Decidi escolher um outro, o 120, por
permitir um leque variado de conexdes a alguns conceitos
matemdticos. Se reflectirmos acerca da importancia deste
valor nas nossas vidas, facilmente o associamos a aspectos
do tempo (sistema sexagesimal), ou ao limite de velocidade
nas auto-estradas. Conectado ao tema da condugfio de vei-
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culos motorizados, muitas j4 terdio sido as pessoas que tive-
ram que se submeter ao pagamento de coimas de 120 euros
devido a excesso de velocidade. Vejamos, pois, com mais
pormenor, as seguintes propriedades mégicas deste niimero.

a) Tem o privilégio de ser formado pelos trés primeiros ni-
meros inteiros (0, 1 e 2);

b) Pode ser obtido pela adicio de alguns ndmeros da sequén-
cia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...).
Eis alguns exemplos:

2+8+21+89=120
2+3+5+21+34+55=120
2+3+§+8+13+89=120

¢) Como ndmero composto, pode ser obtido através da
multiplica¢io de vérios factores primos:

120=2°x3 x5

d) Também pode ser obtido através da adicio de oito
dos dez primeiros nimeros primos: ‘

120=3+5+11+13+17+19+23+29

Alids, tendo em conta a conjectura de Goldbach, que
diz que qualquer ndmero par maior ou igual a quatro

pode ser obtido pela adigio de dois niimeros primos (in
http://pt.wikipedia.org/wiki/Conjectura_de Gol-

dbach), o 120 resultaria da adiciio de 103 com 17, ou de
113 com 7 oude 117 com 3;

e) Eum ndmero triangular (Afonso, 2006b), o que signifi-
ca que existem dois niimeros inteiros consecutivos que
multiplicados entre si originam um produto que é o do-
bro desse valor 120. Refiro-me aos nimeros 15 e 16, pois
15 x 16 = 240. De facto, o 120 é o 15° ntimero triangu-
lar, pois 120 = [n x (n + 1)] : 2, sendon = 15;

f) Pode-se associar o valor 120 ao conceito de amplitu-
de de angulos, designadamente & amplitude dos angu-
los externos de um qualquer tridngulo equildtero ou a
amplitude de qualquer 4ngulo interno de um hexdgono
regular;

g) Ao adicionarmos os seus digitos constatamos que a soma
é 3, logo 0 120 ¢ divisfvel por 3. Este facto permite que
nos questionemos acerca de quais serfo os nove nime-
ros inteiros consecutivos que permitem transformar a fi-
gura seguinte num quadrado magico, de ordem trés, com
soma mdgica 120:

Eis uma possivel soluciio, envolvendo os seguintes nimeros

consecutivos 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43 ¢ 44:

37|44 |39
42 40|38
4113643
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h) Serd que também pode ser afecto a um quadrado mégico
de ordem quatro, isto &, serd que existem dezasseis nu- |
meros inteiros consecutivos que permitem a elaborag¢io [
de um quadrado mégico de soma 1207

Através dos trés exemplos seguintes pode-se perceber que [ it
existe uma regularidade neste tipo de figuras: i

1 sl [ lslise ]| B Tl iele
26| 7]oll3]7]8]w0]|[14]s]0o 11
s ol i| ol o] a5 |
a1 e [ s 7| ka4 i

Quando a sequéncia se inicia pelo valor 1, a soma é 34;
quando se inicia pelo valor 2, a soma é 38; quando se inicia
pelo valor 3, a soma é 42. Prolongando este padrio, resul-
ta o seguinte:

Inicio | Soma | Inicio | Soma | Inicio | Soma | Inicio | Soma

1 34 2 38 3 42 4 46

5 15| 6 |54 |7 |58 8|62

9 66 10 70 11 74 12 78

13 82 14 86 15 90 16 94

17 98 18 | 102 | 19 | 106 | 20 | 110

21 114 | 22 | 118 | 23 | 122

O padrio anterior permite concluir que nfo é possivel ob-
ter-se um quadrado mégico, de ordem 4, envolvendo dezas-
seis ndmeros inteiros consecutivos cuja soma seja 120. O
médximo que se obtém por defeito é 118 e o minimo que se
obtém por excesso é 122.

Ora, se formalizarmos este padrio, percebemos que:

1. 34=34+0x4

2. 38=34+1x4
3. 42=34+2x4
4, 46=34+3x4
5. 50=34+4x4

n  =34+n-1)x4

Se igualarmos esta lei de formagfio ao valor 120, conclui-
mos que «n» terd que ser 22,5, e este valor serd o inicio da
seguinte sequéncia numérica: 22,5; 23,5; 24,5; 25,5; 26,5;
27,5; 28,5; 29,5; 30,5; 31,5; 32,5; 33,5; 34,5; 35,5; 36,5;
37,5.
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Fagamos o quadro:

22,5|36,5| 35,5 | 25,5

335 [27.5128,5 305

295 [F16 01837 58 26,5

34,5 | 24,5 | 23,5 | 37,5

Confirma-se, pois, que se pode construir um quadrado m4gi-
co, de ordem 4, cuja soma mdgica 120 resulta da utilizacio
dos dezasseis niimeros decimais acima enunciados;

i) Seria interessante investigar se o 120 tem alguma rela-
¢Ao com as poténcias de base dois (Afonso, 2008a). (Ver
figura 1). :

Através de uma exploragfo algébrica, a resolucio da equa-
¢fo seguinte: x> + 2x% + 4x? + 8x? = 120 dar-nos-ia a resposta
«8» como sendo a primeira das poténcias a considerar. A ta-
bela anterior vem confirmar que o valor 120 pode ser obtido
a partir da adi¢fio de quatro poténcias de base dois consecu-
tivas 2° + 24 + 2° + 25,
j) Se for feito um estudo semelhante para o caso de
quatro poténcias consecutivas de base 3 iremos ficar
surpreendidos. ..

Associemos, ainda, o nimero 120 as (k) operacdes aritmé-
ticas, (1) aos divisores de um ntimero, bem como (m) as re-
gularidades algébricas;

k) Tentemos encontrar dois niimeros inteiros positivos, de
modo a obter-se o valor 120 pela adiciio da sua soma
com a sua diferenga e com o seu produto (adaptado de
Berloquim, 1991).

Ora, por via da experimentacio ou da tentativa e erro,
uma possivel solugio seria a que envolve os valores 30 e
2, pois a sua soma é 32, a sua diferenca é 28 e o seu pro-
duto € 60; logo, 32 + 28 + 60 = 120.

Figura 1.

Em contexto de sala de aula, seria interessante que os alu-
nos tentassem investigar se ainda seria possivel obter-se
outras solugdes. O desejavel era estruturar a resoluciio
em termos algébricos, pois poder-se-ia pensar em dois
numeros inteiros positivos «x» e «y», sendo «x > y». O
enunciado da tarefa permite a seguinte escrita matem4-
tica: x + y + (x —y) + xy = 120. Resolvendo esta equa-
cio, resulta que x = 120/ (2 + ). Ora, este resultado im-
plica que se tenha que pensar num valor inteiro positivo
para o «y» de modo que ao adicionar-se ao valor 2, o re-
sultado divida exactamente o valor 120. Assim, obter-
-se-4 um valor inteiro para o «x»;

1) Tendo em conta esta andlise, seria interessante que os
alunos encontrassem todos os divisores do 120, podendo
fazé-lo pelo processo de decomposiciio em factores pri-
mos (factorizagio): 120 = 23 x 3 x 5. O conjunto dos
divisores de 120 seria formado pelos seguintes elemen-
tos: 1, 2,3,4,5,6,8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120.
Voltando novamente a férmula: x = 120/ (2 + y), obter-
-se-20 sete respostas:

x+y+ (x—y) +xy

60+60+0=120

41 +39+40=120

32+28+60=120

27+21+72=120

24 +16+80=120

21+9+90=120

20+4 +96 =120

10 10 20 0 100 | 20+ 0+ 100 = 120

Logo, as oito respostas possiveis envolvem os seguintes pa-
res ordenados (60, 0); (40, 1); (30, 2); (24, 3); (20, 4); (15,
6); (12, 8) e (10, 10).
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Note-se que ao adicionar-se o valor de «y» ao valor 2,
obtém-se um divisor de 120, que ao multiplicar pelo respec-
tivo valor de «x», outro divisor de 120, obtém exactamente
o produto 120, isto é: (2, 60); (3, 40); (4, 30); (5, 24); (6,
20); (8, 15); (10, 12) e (12,10);

m) Pensemos agora no seguinte enunciado: tente encontrar
dois ndmeros inteiros positivos, de modo a obter-se o
valor 120 pela adigiio da soma do dobro do maior dos
dois valores com o outro e com a diferenca do dobro do
maior com o outro e com o produto do dobro do maior
com o outro;

Neste caso, voltando a Ser «x > y», estamos perante a seguin-
te equagfio: 2x + y + (2x —y) + 2xy = 120. A sua resolugiio
permite chegar-se a seguinte igualdade: x = 120/ (4 + 2y).
Fazendo-se uma tabela semelhante 4 anterior:

y | x [2x+y|2x—y| 2xy [2x+y+ (2x—y) + 2xy

0|30 60 60 0 60+ 60+0=120

1120] 41 39 40 41 +39+40=120

2 15| 32 28 60 32+28+60=120

3 (12 27 21 72 27+21+72=120

4 10| 24 16 80 24 +16+80=120

Resultam cinco possiveis solucdes: (30, 0); (20, 1); (15, 2);
(12,3) e (10, 4).

Fazendo-se um paralelismo entre as duas tarefas acaba-
das de analisar, seria interessante desafiar os alunos a procu-
rarem o enunciado que permite, para o resultado 120, as se-

guintes solucdes: (15, 0); (10, 1); (6,3) e (5, 4)?
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Em sintese, e tirando partido do niimero 120, este texto
visa.evidenciar que o tema das conexdes matemdticas pode
contribuir para que os alunos tenham uma visio integrada
da Matemitica, onde os conceitos manifestem miltiplas re-
lagdes entre si e com aspectos da sua vida quotidiana (Hou-
se & Coxford, 1995; Ortega, 2005; Afonso, 2006a; 2008b).
Cabe ao professor criar cendrios de aprendizagem baseados
em pequenas investigagSes e em trabalho diferenciado, de
modo a que esta visdo holistica da Matemadtica possa chegar
a sala de aula.
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