Infroducao

Tradicionalmente, a principal.drea de aplicacio da Com--

binatéria tem sido as Probabilidades, usada na determina-
¢do do niimero de casos possiveis e de casos favordveis a um
acontecimento (Watson, 1996). Também Piaget e Inhelder
(s/d) relacionam o raciocinio combinatério com o racioci-
nio probabilistico ao assumirem que uma escassa capacidade
de raciocinio combinatério reduz a aplicacio do conceito de
probabilidade a casos muito simples, restringidos a situacGes
de enumeracio directa dos casos possiveis que constituem o
espago amostral.

No prefécio do livro Razonamiento Combinatorio, de Ba-
tanero, Godino e Navarro-Pelayo (1994), Fischbein realca
a importancia da capacidade combinatéria como uma das
condigBes bésicas do raciocinio légico. Na opinifio do autor,
a Anilise Combinatéria, com os seus conceitos e métodos,
constitui «um pré-requisito estrutural importante para a di-
nimica e poténcia criativa do raciocinio légico em geral»
(p. 11). Nesta perspectiva, ndo cultivar o raciocinio combi-
natério poderd revelar-se uma séria limitacio no desenvol-
vimento do pensamento formal dos jovens (Batanero, Go-

dinho & Navarro-Pelayo, 1994).

Por outro lado, os problemas de Combinatdria facilitam
o desenvolvimento de processos de enumeraciio, de realiza-
¢fio de conjecturas, de generalizacio e o pensamento siste-
madtico, essenciais para a aprendizagem da matemdtica em
todos os niveis de ensino (English, 2005). Ainda o facto
de as estratégias de resolugiio de problemas de Combinaté-
ria constitufrem estratégias gerais, aplicdveis ndo apenas a
Combinatdria, relevam o papel que a Combinatéria pode
desempenhar na aprendizagem de técnicas gerais de reso-
lu¢io de problemas (Roa, Batanero, Godino & Caiiizares,
1996).

Exemplificam-se, seguidamente, as principais estratégias
utilizados pelos 27 alunos de uma turma do 9.° ano, no ano
lectivo 2006-2007, na resolugiio individual de 15 proble-
mas de Combinatéria: 3 de permutaces simples; 4 de ar-
ranjos com repeticio; 4 de arranjos simples; e 4 de combi-
nacdes simples. Em todas as operacdes combinatérias, num
dos problemas pedia-se uma férmula de determinacfio de to-
das as configuracdes possiveis num conjunto de n elemen-
tos (questdes ¢), enquanto todos os outros envolviam va-
lores constantes dos pardmetros e era dado um exemplo de
configuragiio.




Estrat@gias espontdneas ulilizadas pelos alunos

Com os quatro grupos de problemas do questiondrio, pre-
tendia-se averiguar as estratégias espontaneas utilizadas pe-
los alunos para contar:

1. as P;, Ps e P,, respectivamente nas questdes la), Ib)
e Ic), na situaco de dispor amigos em fila para tirar uma
fotografia;

S s : z

2. os Ay, Ay, Ay e Ag, respectivamente nas questdes 2a),
2b), 2¢) e 2d), na situa¢io de formar niimeros;

3. os Ag, A A% e A3, respectivamente nas questdes 3a),
3b), 3¢c) e 3d), na situaciio de definir bandeiras com barras
horizontais; e = :

4. as C3, C§, O3 e C3, respectivamente nas questdes 4a),
4b), 4c) e 4d), na situaciio de formar grupos de pessoas
para participarem num concurso.

Enumeragdo

A estratégia enumeragdo (ndo sistemdtica usada em 4% dos
casos e sistemdtica usada em 27%) foi a mais utilizada pelos
alunos na resolucfio dos problemas propostos.

A estratégia enumeragdo ndo sistemdtica foi utilizada, so-
bretudo, nas operagdes combinatérias que envolviam pe-
quenos valores dos parAmetros e revelou-se pouco eficaz na
obteng¢do das respostas correctas (ver tabela 1).

Nesta estratégia os alunos ndo recorreram a um méto-
do organizado de contagem, limitando-se apenas a procurar
configuragdes possiveis por comparagfo com as j4 encontra-
das (ver figura 1).

Este mesmo aluno explica a sua estratégia de resoluciio
no seguinte didlogo, que manteve com o investigador, da se-
guinte forma:

A8 — Hum... Nao estou a encontrar mais diferentes.
Investigador — Pronto, se achas que terminaste podes pas-
sar ao seguinte:

A8 — Sim. [Pausa] Estou a ver se consigo.

Investigador — Estds a ver se consegues. ..

A8 — Estou a ver se consigo encontrar mais algum [caso].
Mas acho que ndo.

A estratégia utilizada pelo aluno A3 poderd ser encarada
como uma estratégia de transi¢fio entre um método de con-
tagem por tentativas e um procedimento sistemdtico de
enumeracio (ver figura 2).

Questdes
Grupos de problemas Total
a) b) d)
Permutacdes simples 4 (75%) 4 (0%) Eo 8 (38%)
Arranjos com repeticio 1 (0%) 0 0 1 (0%)
Arranjos simples 2 (0%) 1 (0%) 0 3 (0%)
Combinacdes simples 0 0 1 (0%) 1 (0%)
Total 7 (43%) 5 (0%) 1 (0%) 13 (23%)

Tabela 1. NOmero de resolugdes obfidas por enumeracdo ndo sisfematica na resolugdo dos
4 grupos de problemas (percenfagem de respostas correctas]
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Figura 1. Resolucdo do aluno A3 na confagem das P,

Figura 2. Enumeracdo efectuada pelo aluno A3 na contagem das Pq
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Figura 3. Interprefacdo da estrafenia ufilizada pelo aluno A3 na contagem das Py
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Figura 4. Enumeracdo efecfuada pelo aluno A3 na confagem das C}
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Figura 6. Diagrama de &rvore construido pelo aluno A23 na contagem das P,

Figura 5. Parte do diagrama de drvere construtdo pelo aluno A16 na contagem das Py

O processo de enumeracio utilizado consiste na cons-
trucio das configura¢des a partir da sequéncia A—B—C —
D—FE no sentido do movimento dos ponteiros do relégio,
com a fixagio de cada uma das letras na primeira posicio
(ver figura 3).

A estratégia enumeracdo sistemdtica foi utilizada, particu-
larmente, na resoluciio das questdes que envolviam um me-
nor nimero de elementos, situagdes em que se revelou mais
eficaz na medida em conduziu a mais respostas correctas (ver
tabela 2).

O procedimento algorltmlco predominante consistiu na
utilizacio de elementos pivd a partir dos quais eram cons-
truidas as configuragdes. Em particular, o nimero de possi-
bilidades para Ps dificultou a utilizagio dos procedimentos
de enumeracfio sistemética utilizados na contagem das P
, conduzindo a erros de repeti¢io de configuracdes e ao es-
quecimento de outras e 2 fixacio de apenas uma parte dos
elementos a fixar. A forma pouco adequada de estruturagio
da resposta e a auséncia de simbolizacfio abreviada também
dificultou o controlo do processo de enumeracio.

O potencial do procedimento sistemético de enume-
ragio usado por alguns alunos na resolugio dos problemas
de combinagdes simples reside na utilizacio dos elementos
num Unico sentido e na fixagio de cada um dos elementos,
associando-lhes cada um dos nomes que se encontram # sua
direita (em C3 Abel - Berta — Carla — David - Eva), evi-
tando-se, deste modo, a repeticio de elementos e as confi-
gurac¢des que diferem apenas na ordem de disposi¢iio dos no-
mes (ver figura 4). No entanto, na contagem das , a maior
dimensdo da amostra representou um factor de dificuldade
na repeti¢io completa deste método.

A partir da enumeracgio efectuada, os alunos Al e A7
percepcionaram que a solucio da questdio pode ser obtida
pela soma dos 7 — 1 primeiros ndimeros naturais, isto &, que

as
n—1

Cp=>i=1+2+3+4+-
=1

+(n—1),

com n > 2, como se verifica no seguinte didlogo:
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Al — Eu tenho aqui uma coisa curiosa. Eu escolhi primeiro
o Abel para fazer as combinagdes e depois. .. [Pausal

Investigador — A Berta ¢ a Carla.

A1l — Pois foi. E depois a medida que eu... [Pausa] Mas
isto também é normal... [Pausal que eu ia fazendo as ou-
tras combinagdes o niimero ia diminuindo. Uma, duas, trés,
quatro, com o Abel. Trés com a Berta, duas com a Carla e
uma com o David. Talvez ndo tenha nada a ver, mas. ..

Investigador — Mas chamou-te a atencéo, ndo é?
Al — Exacto.

Diagrama de drvore
A estratégia diagrama de drvore (usada em 22% das resolu-
¢des) também foi utilizada predominantemente nas ques-
tdes que envolviam um menor nimero de elementos, situa-
¢Bes em que esta estratégia também se revelou mais eficaz.
Para além de se tratar da segunda estratégia mais utiliza-
da na resoluciio dos problemas propostos, os alunos revela-
ram dificuldades na sua construciio e interpretacio. Em par-
ticular, nos problemas de permutacdes simples registou-se
uma tendéncia para os alunos construirem um ntimero ina-
dequado de ramos (ver figura 5) e reduzirem os niveis de ra-
mificacio (ver figura 6).

Operacdo

A medida que aumentavam os valores dos pardmetros en-
volvidos nas operagdes combinatérias, observou-se uma
preferéncia pela estratégia operacdo (utilizada em 14% das
resolugdes), predominantemente de multiplicacio e usada
isoladamente ou combinada com uma das estratégias ante-
riores. Esta estratégia revelou um grau de eficdcia significati-
vo, particularmente nas questdes d) e na questiio 1b), com-
parativamente com as estratégias enumeracdo e diagrama de
dryore (ver tabela 4).

Na contagem das Ps, os alunos recorreram apenas i
operacdo de multiplicacio para obterem uma resposta cor-
recta (ver afirma¢fio do aluno A6) ou incorrecta (ver afir-
maggo do aluno A10), verificando-se, no segundo caso, que
os alunos reduziram a dois o niimero de factores.

A6 — Se tenho cinco lugares para preencher com eles, [isto
é, com os cinco amigos], no primeiro posso por cinco e no se-
gundo s6 posso por quatro. Jé ndo posso por o primeiro. No
tercetro trés. Ndo posso por nem um nem outro. (...) Por-
tanto, cinco vezes quatro, vezes trés, vezes dois, vezes um.

A10 — O namero total de alunos com quatro alunos que
viriam a seguir ao primeiro [5 x 4].

Questdes

Grupos de problemas

> 0 2 Total
Permutactes simples 11 (100%) 3 (0%) — 14 (79%)
Armanios com tepeticao - 14.(100%). 15 (87%)  2(0%)  31487%)
Arranjos simples 11 (100%) 7 (71%) 2 (0%) 20 (80%)
Combinagdes simples 11 (55%) 9 (56%) 3 (0%) 23 (48%)
Total 47 (89%) 34 (68%) 7 (0%) 88 (74%)

Tabela 2. NOmero de resolucdes obfidas por enumeracdo sistematica na resolugdo dos 4
grupos de problemas [percentagem de respostas correctas)

Questdes
Grupos de problemas Total
a) b) d)

PermutagBes simples 11 (91%) 6 (0%) = 17 (59%)
Arranjos com repeticio 10 (90%) 8 (88%) 1 (0%) 19 (84%)
Arranjos simples 9 (89%) 8(88%) 3 (33%) 20 (80%)
Combinagdes simples 11 (18%) 5 (20%) 0 16 (19%)

Total 41 (71%) 27 (56%) 4 (25%) 72 (63%)

Tabela 3. NOmero de resolucdes obfidas por diagrama de drvore na resolugao dos 4 grupos
de problemas [percentagem de respostas correctas]

Questdes
Grupos de problemas Total
a) b) d)

Permutagdes simples 0 5 (40%) = 5 (40%)
Arranjos com repeticdo 1 (100%) 2 (100%) 9 (56%) 12 (67%)
Arranjos simples 5(100%) 9 (56%) 5(100%) 19 (79%)
Combinaces simples 4 (0%) 6 (0%) 0 10 (0%)

Total 10 (60%) 22 (41%) 14 (71%) 46 (54%)

Tabela 4. NOmero de resolucdes obfidas por operacdo na resolugdo dos 4 arupos de proble-
mas [percentagem de respostas correctas]

—5
Na contagem dos A5 destacam-se as respostas correctas ob-
tidas por recursio e aquelas que associam incorrectamente a
ideia de triplo & expressdio 5 x 5, como factor compensador

do aumento da dimensio da amostra de 2 (Z;) para 3 (Zg),
como afirmaram os alunos A4 e A10.

A4 — Nio sei se estd bem! Fazia 5 x 5.(...) mas depois
fazia mais uma vez vezes 5. Aqui [na questio 2b)] pedia
com dois algarismos e eu multipliquei duas vezes. Aqui
multiplicava trés [5 x 5 x 5].
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Questdes

gl ol oames Total
a) b) d)
Permutacdes simples 1 (100%) 9 (56%)  — 10 (60%)
Arranjos com repetigio 1 (0%) 2 (50%) 11 (82%) 14 (71%)
Artamicssimples 0 2(100%) 9(100%) 11 (100%)
Combinagdes simples  1(100%) 6 (17%)  2(0%) 9 (22%)
Total 3(67%) 19 (47%) 22 (82%) 44 (66%)

Tabela 5. Nimero de resolucdes obtidas por enumeracdo/diagrama de @rvore e operacgao na
resolugdo dos 4 grupos de problemas [percentagem de respostas correctas)

A10 — (...) Agora como h4 hip6teses de trés nimeros,
multipliquei por 3 [, isto é, 5 x 5 x 3].

Na contagem dos A3, através da operagiio de multiplicacfio,
os alunos obtiveram a expressdo numérica correcta x 4 x 3
(ou equivalente), fazendo também uso da recursdo.

Enumeraco e operacdo e diagrama de @rvore e operacao
As estratégias diagrama de drvore e operacdo (utilizada em 8%
das resolugBes e com um grau de eficicia de 68%) e enume-
ragdo e operagdo (utilizada em 6% das resolucdes e com um
grau de eficdcia de 63%) foram mais utilizadas nas questdes
que envolviam um maior ndmero de elementos, revelando
nesses casos um grau de eficdcia significativo (ver tabela 5).
Nestas estratégias foram inclufdas as resolugdes que en-
volviam a construciio de diagramas parciais (ver figura 7) ou
enumeragdes parciais que serviram de base a generalizaciio,
através da operagiio de multiplicaciio ou da operagio de adi-
¢do. Destas operagdes, os alunos recorreram predominante-
mente 2 operagio de multiplicacio.

Farmula
A estratégia férmula (utilizada em 18% das resolucdes) foi
utilizada na resolugiio das questdes c), tendo predominado
a utilizagdo de simbolos matemdticos sobre a descricio em
linguagem corrente. Estas questdes revelaram um elevado
grau de dificuldade para os alunos, registando-se: 7 respos-
tas & questdo Ic), sendo 3 correctas; 20 respostas & questio
2¢), sendo 14 correctas; 17 respostas & questiio 3c), sendo 9
correctas; e 14 respostas a4 questdo 4c), sendo apenas uma
correcta.

O aluno A5 apresentou a seguinte explicacio na escrita
de uma férmula das C3:

Trés nomes. Para cada um deles hd sempre os outros dois. Dava-
me um total de 6 hipéteses. Mas como ndo posso repetir as pessoas,

[pausa] ndo vou repetir os conjuntos sé por estarem de maneiras di-
ferentes, 0 AeoBouoBeoA, euaqui teria que eliminar (...) trés
respostas. Aqui em 20 teria que eliminar dez. Ou seja, eu percebi
que de todos os resultados que eu podia ter s6 podia contar metade
deles. Por estes dois casos eu cheguei & conclusdo que o niimero de
bessoas que estdo a concorrer veges esse niimero menos 1 a dividir
por 2 vai-me dar o nimero total de possibilidades.

A utilizagio da estratégia operacdo (por iniciativa do aluno
ou por questionamento do investigador) nas questdes b) re-
velou-se central na obtencdo de uma resposta correcta nas
questdes c).

As férmulas incorrectas mais frequentes foram 2n (para
Z;, A% e CF) e n(n — 1) (para P, e C}), salientando-se
na primeira a multiplicagio das dimensdes da populaciio e
da amostra, usada com elevada frequéncia, e na segunda a
considerago indevida da ordem no caso das combinacdes,
que alids foi a principal raziio do elevado insucesso regista-
do nesta operagio combinatéria. Em geral, nesta estratégia,
algumas das férmulas incorrectas representam apenas uma
tentativa de adivinhacio da resposta, enquanto outras sur-
gem na sequéncia das resolugdes efectuadas nas questdes a)

eb).

Algumas implicacdes para o ensino

A utilizagio de modelos sisteméticos de enumeracio, de for-
ma completa, revelou-se central na resolucfio correcta dos
problemas de Combinatéria propostos, jd que a falta de sis-
tematizacfio e a dificuldade em repetir procedimentos siste-
méticos de enumera¢fio conduziram ao esquecimento ou &
repeticio de configuragies. Esta conclusio foi também refe-
rida por outros autores (e.g., Batanero, Godino & Navarro-
Pelayo, 1994; Silva, Fernandes & Soares, 2004).

'
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Figura 7. Resolucdo do aluno A21 na confagem dos A}

As dificuldades reveladas pelos alunos na construgiio e
interpretagfio de diagramas de 4rvore realgam a pertinéncia
do seu uso explicito no ensino uma vez que, de acordo com
Fischbein (1975), os alunos ao usarem o diagrama de 4rvore
estdo a assimilar uma lei de constru¢iio em que os sucessivos
passos do raciocinio implicito ao modelo ocorrem indutiva-
mente e quase directamente.

A identifica¢io incorrecta de operandos e as dificulda-
des em generalizar a um maior nimero de casos leva-nos a
partilhar com DeGuire (1991) a ideia de que, embora a re-
solugdo de vérios problemas através de enumeracio e dia-
grama de 4rvore se pode tornar enfadonha, estas estratégias
poderdo convencer o aluno sobre a razoabilidade de multi-
plicar para obter o niimero de configuracdes possiveis e da
vantagem de usar procedimentos mais eficazes, como o prin-
cipio fundamental da contagem.

Muitos problemas de Combinatéria podem ser solucio-
nados pela utilizacio de outros anteriormente resolvidos ou
pelo recurso a problemas mais simples que envolvam um
menor nimero de casos (Dossey, 1991). Contudo, nestas si-
tuagBes, os alunos revelaram muitas dificuldades. Admitin-
do que estas dificuldades se devem «a uma relagfio inadequa-
da ou insuficiente com a recursfo e a indu¢iio matemdtica
(Batanero, Godino & Navarro-Pelayo, 1994, p. 63), acre-
ditamos que os'problemas combinatérios poderdo ajudar os
alunos a desenvolver destrezas a este nivel.

As dificuldades dos alunos em estabelecer conexdes en-
tre as operagdes combinatdrias, nomeadamente entre arran-
jos e combinagBes, enfatizam a importincia que os proble-
mas de Combinatéria podem ter no desenvolvimento de
processos de raciocinio analégico. Segundo English (2005),
o raciocinio analégico reveste-se de grande importancia,
jd que um dos objectivos da educagiio matemdtica é que os
alunos identifiquem conexdes entre as ideias mateméticas e
apliquem esta compreensdo na construciio‘de novas ideias e
na resolugiio de novos problemas.
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