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05 NGmeros poligonais .
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Os ndmeros poligonais sdo uma matéria atraente e acessi-
vel para alunos do Ensino Secundério. Como tal, podem
ser Uteis como motivagio ao estudo do tema sucessdes (em
especial progressdes aritméticas) permitindo, também, uma
boa aproximagiio a conceitos e técnicas importantes na ma-
temdtica, como por exemplo, o método recursivo, o método
da indugo finita e 0 método das diferencas finitas.

Os ndmeros poligonais surpreendem ndo s6 pela sim-
plicidade inicial, regularidades e vastas propriedades como
também pela carga histérica. Fazem-nos recuar dois milé-
nios e meio, & célebre Escola Pitagérica, (dai também se
chamarem ndmeros pitagéricos) onde os Gregos, privile-
giando a Geometria e a Lgica, associaram formas geométri-
cas a ndmeros obtendo representagdes visuais de sequéncias

s e

numéricas, propriedades e relagdes entre elas. Basicamente
os nimeros poligonais baseiam-se na consideracio de uma
sequéncia de pontos sobre os lados de um poligono regular,
do seguinte modo:

® o primeiro termo da sequéncia é sempre igual a 1 (um
ponto);

e osegundo termo é igual a k£ pontos, sendo k o nimero de
vértices do poligono em causa;

¢ o termo de ordem n € igual ao termo anterior com o
acréscimo de um ponto nos dois lados comuns aos varios
poligonos e coloca¢io doutros pontos nos restantes la-
dos de modo que todos os lados do poligono fiquem sem-
pre com o mesmo ndmero de pontos.
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Figura 1

Na figura 1 exemplificam-se os casos correspondentes aos
nimeros triangulares, quadrados e pentagonais.

Deducdo das formulas de recorréncia e do termo geral

Para os niimeros triangulares constatamos que a férmula de
recorréncia é t; = 1 A t, = t,—1 +n, (paran > 1).

Nesta sucessdo cada termo de ordem 7 é a soma de todos
os naturais até n (inclusive). Portanto ¢, = Sy, em que Sy,
é a soma dos n primeiros termos da progress3o aritmética de
razdo 1 e primeiro termo igual a 1.

Assim:

U1 + Unp 1+n n%+n
——" xn= X n = ,
2 2 2

¢ o termo geral dos ntimeros triangulares.

Para os niimeros quadrados é 6bvio que o termo geral é
U =

Como

Sp, =

QHAQn—1:n2_(n_1)2:
=n - (n*-2n+1)=2n-1,

podemos escrever a correspondente férmula de recorréncia
para os nimeros quadrados:

G=1Ag=qn1+2n-1, (n>1).

A partir deste momento podemos langar a conjectura de
que o termo geral de uma sucessdo de ntimeros poligonais é
dado por um polinémio de segundo grau em n. Um trabalho
mais aprofundado confirmaria que esta conjectura é verda-
deira. (De facto as segundas diferencas entre termos con-
secutivos da sucessdo de quaisquer niimeros poligonais tém
sempre um valor constante: nos niimeros triangulares igual
a 1, nos nimeros quadrados igual a 2, nos niimeros pentago-
nais igual a 3 e assim sucessivamente).

Vejamos, por exemplo, como seria o termo geral para os
nimeros pentagonais. De acordo com a nossa conjectura,
qualquer termo geral de nimeros poligonais serd da forma
f(n) =an®>+bn+ec.

Facilmente determinamos os coeficientes a, b e ¢, pois
sabemos que p(1) =1, p(2) = 5ep(3) = 12.

Assim, themos o sistema :

l=a+b+c

5=4a+2b+c
12=9a+3b+ ¢

que, resolvido, fornece a soluciio a =3/2, b=—1/2 e
¢ = 0. Deste modo, o termo geral da sucessdo dos niimeros
pentagonais é

_ 3n% —n
Pn = B)

Podemos, agora, tentar generalizar o anterior resultado para
uma qualquer sucessdo de nimeros poligonais (de poligonos
de k lados, sendo k > 3). Por observacio das figuras anterio-
res somos induzidos a escrever:

Up — Up—1 = k(n —1)-[2(n —1) — 1],
em que k(n — 1) representa o total de pontos no poligono
de k lados, de ordem n; e a expressdo 2(n — 1) — 1 represen-
ta o nimero de pontos nos dois lados iniciais no poligono de
k lados da ordem anterior (n — 1), em que se subtrai 1 por-
que esses dois lados tém um ponto comum.

Vem entdo:
Up — Un_1 = k(n—1)-[2(n—) — 1] =
=k, —k-@2n—-2—-1)=kn—k2n+3=
=k-2)n—k+3

Voltando a conjectura formulada, f(n) = an® + bn +céo
termo geral duma sucessdo de nimeros poligonais, e, o ter-
mo antecedente a n serd

flh-D=an—-1)%+bn—-1)+c=
=an’+(b—2a)n+a—b+e.
Vem entdo,
f(n)~f(n—1) = an® +bn + c-[an® + (b — 2a)n +
+a—b+c]=2an—a+b

Identificando agora esta expressdo com a de u,, — U, 1 vem
2an—a+b=(k—2)n—k+3, donde 2a =(k—2) e
—a+b=—k+ 3 resultando a = (k — 2)/2e,

kE—2 E+4
b:—k+3+a:—k+3+T:——;—.

Finalmente, substituindo atrds, obtemos a férmula geral de

qualquer nimero poligonal de % lados:

(k—2)n?+ (4 —k)n
2

flk,n) = (k>3,n€N).
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