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Conforme previsto na parte I desta «reflexfio sobre a geome-
tria», iremos tentar responder agora ao mesmo tipo de ques-
tdes que enuncidmos no primeiro artigo — o que fazem os
gedmetras, de que problemas se ocupam, que métodos usam
para resolver esses problemas ou para provar as suas afirma-
¢bes? —, mas tomando agora como ponto de partida, em lu-
gar das construgBes geométricas, as transformagdes geomé-
tricas. Para poder mostrar de inicio a riqueza e diversidade
deste tema, nfo vamos de imediato impor uma definicio de
transformagfio geométrica, mas sim apresentar alguns exem-
plos de transformagBes geométricas e a sua utilizacio na re-
solu¢fio de problemas ou demonstracio de resultados, dei-
xando as sistematizagBes para mais 2 frente neste artigo.

Projeccdo central

Consideremos dois planos, e 8, ndo paralelos?, e um ponto
O exterior aos dois planos (figura 1). Podemos «em geral»
fazer corresponder, a cada ponto Pde «, um ponto P’ de 3,
da seguinte forma: consideramos a recta PO e a sua inter-
secglio com o plano [, e designamos esse ponto por P’ (na
figura, apenas estd representado o segmento PP’). Diremos
entdo que a correspondéncia P — P’, assim estabelecida, é
uma projec¢iio central de « «sobre» (3, com centro no pon-

to O e que P’ serd a imagem de Ppor meio desta projeccio
central. Trata-se de um primeiro exemplo de transformaciio
geométrica. Naturalmente, da mesma forma podemos con-
siderar a transformagfio geométrica inversa, ou seja a que faz
corresponder a cada ponto @’ de 3 um ponto @ de a.

Escrevemos «em geral» e «sobre» entre aspas para fazer
notar o seguinte:

® existem pontos em & que ndo tém imagem em (3, basta
que a recta PO resulte paralela a 3;

® pela mesma razio, a aplicacio P — P’ nio é sobre, ou
seja existem pontos em [ que ndo sdo imagem de ne-
nhum ponto de a.

Para que a projecgfio central seja uma verdadeira bijeccio
de a sobre S, juntamos aos «habituais» pontos da geometria
euclidiana um novo conjunto de pontos que intuitivamente
designamos por. pontos no infinito. Neste processo, caracte-
ristico do trabalho em geometria, deixamo-nos conduzir ao
mesmo tempo pela intuigio geométrica e pela regra funda-
mental de trabalhar com os conceitos primitivos da cada te-
oria exclusivamente de acordo com as regras (axiomas) que
fixdmos de inicio e nfio com as nossas intuigdes avulsas (v.
caixa Elementos impréprios).
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Elementos improprios

b1 b2 b3 b4

Na figura, uma recta b roda em torno do ponto O, tomando as su-
cessivas posicdes by, ba, bs, ... A sua intersecio com a € sucessi-
vamente Iy, Is, Is, ... e intuitivamente podemos considerar que
essa interseccdo se afasta indefinidamente e que quando a recta b
ficar paralela a a essa intersec¢iio é um ponto no infinito da recta a
(e também da recta b, obviamente); assim, ao conjunto dos pontos
«habituais» de cada rgcta (a que é costume chamar pontos préprios)
iremos acrescentar um novo ponto (o ponto no infinito, que é costu-
me designar por ponto impréprio). Ao mesmo tempo, a0 conjunto
dos pontos préprios e das rectas «habituais» de um plano «, iremos
acrescentar os pontos impréprios de todas as rectas de ¢, a cujo con-
junto chamaremos recta do infinito do plano a.

Ocorre perguntar: porqué apenas um ponto impréprio, € ndo
dois — um para «cada lado» da recta? Porque razdo chamamos ao
conjunto dos pontos impréprios de um plano recta (do infinito)? A
resposta é simples: porque queremos que as regras que geriam as re-
lagGes entre os antigos pontos, rectas e planos se mantenham em
relaciio aos novos conceitos (ampliados):

e Dois pontos A e B definem uma recta

Se um dos pontos (por exemplo A) é impréprio (por exemplo
da recta a), a recta definida por A e B é a recta que passa por B

Figura 1

e é paralela a a. Se os dois pontos A e B s3o improprios e distin-
tos, entdo sdo os pontos do infinito de duas rectas no paralelas
aebearecta AB é arecta do infinito de um plano definido por
um ponto qualquer do espago e duas rectas passando por esse
ponto e paralelasa a e a b.

Nota: se uma recta tivesse dois pontos impréprios, esses dois
pontos determinavam nio uma recta mas um feixe de rectas pa-
ralelas.

o Duas rectas definem um ponto (a sua interseccdo)

O caso das duas rectas serem paralelas nfo é agora excepgio, o
ponto que definem é o ponto impréprio de ambas. Os pontos
impréprios de um plano podem ser associados aos feixes de rec-
tas paralelas (ou seja, as direcgdes) desse plano.

e Dois planos definem uma recta (a sua intersecgdo) .
Dois planos paralelos definem a recta imprépria comum a ambos.

Quanto ao conjunto de todos os pontos impréprios do espago. con-
venciona-se que formam um plano, o plano do infinito. O leitor po-
derd constatar, pensando um pouco, que esta convengio, embora
com uma origem no tanto intuitiva como as anteriores, continua
a preservar, e mesmo simplificar, as relagdes entre (a nova totalida-
de) de objectos (pontos, rectas e planos) do espago.

No que se segue, como n#o trataremos de modo formal as questdes
que vamos abordar, manteremos as notagdes habituais para as rec-
tas (mindsculas em itélico) e para os planos (letras gregas mindscu-
las), apesar de incluirem sempre, tal como o espago, os elementos
impréprios.’

Figura 2

Neste artigo, as rectas, planos e o espago que considera-
mos estdo sempre ampliados com os pontos impréprios.

Se pelo ponto O fizermos passar um plano paralelo a 3,
ele ird intersectar o plano « numa recta u (figura 1). Os
pontos de u s3o precisamente os pontos de o que néo ti-
nham imagem em [, e que agora tém como imagens pontos
da recta do infinito de . Se imaginarmos um ponto A em u,
a imagem de A, por meio da correspondéncia P — P, serd
um dos pontos da recta do infinito de 5. Consideragdes and-
logas, pensando agora na transformagfio inversa Q' — @,
levariam a consideracfio da recta v, no plano .

Assim, dados dois planos a € 3, e um ponto O exterior
aos dois planos, sabemos definir a projec¢io central de o so-
bre 3 com centro em O, a qual é uma bijec¢fio. A cada figura
F (conjunto de pontos) em q, fica a corresponder uma figu-
ra F’ em (3, a imagem de F por meio da projecgio central.
Tanto F como F’ podem conter pontos préprios e impré-
prios. Na figura 2 considerdmos algumas figuras em & (duas
rectas r e s concorrentes num ponto de u; duas rectas para-
lelas n e m; trés circunferéncias ¢1, co € ¢3) e determindmos
— com o auxilio do Sketchpad — as imagens corresponden-
tes em .
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Figura 3.

O leitor, se ndo tem experiéncia de trabalho com pro-
jecgBes centrais, deve procurar visualizar os diferentes casos
anteriores e tentar encontrar justificagdes intuitivas para as
imagens /', s', n/, m/, ¢}, ch, ¢4 (em B) obtidas por meio
da projecgiio central. Note que ¢}, ch, e ¢4 sdo respectiva-
mente uma elipse, uma pardbola e uma hipérbole.

Os gedmetras recorrem a projecgBes centrais para re-
solver problemas e demonstrar teoremas, como veremos no
ponto seguinte.

Teorema de Desargues

O arquitecto francés Girard Desargues (1593-1662), um
contemporineo de Descartes, apresentou diversos resulta-
dos que constituem, por assim dizer, uma antecipacio da
geometria projectiva que viria a ser desenvolvida no séc.
XIX.

O teorema de Desargues diz respeito a dois tridngulos,
ABC e A'B'C’, perspectivos a partir de um ponto P. Quer
isto dizer que as rectas AA’, BB’ e C'C’ sdo concorrentes
no ponto P. Desargues afirma que esta condi¢iio implica que
as intersecgdes de AB com A’B’, AC com A'C’ e BC com
B'C’ sdo colineares.

Existem duas versdes deste teorema — ditas «no plano»
e «no espago» —, conforme os tridngulos estdio no mesmo
plano ou em planos diferentes.

O teorema de Desargues no espaco é muito facil de de-
monstrar, e comegamos por ele — apoiando depois a de-
monstragio «no plano» na versio espacial j4 demonstrada.

Figura 4A.

Sejam entfo ABC e A’B’C’ os triaingulos dados, res-
pectivamente nos planos « e 3, e seja O o ponto a partir
do qual so perspectivos (figura 3). O plano que contém os
pontos AA’C'C” encontra a intersecgio de « e 3 num pon-
to em que concorrem AC' e A’C’. O mesmo acontece relati-
vamente aos pares de rectas ABe A'B’ e BCe B'C’, logo
o teorema fica demonstrado no espaco.

Para a demonstragiio do teorema de Desargues no plano*,
consideramos agora os tridngulos ABC' e A’B'C’ no plano
a, perspectivos a partir de um ponto O (figura 4A). Fazemos
passar por O uma recta e, nio situada no plano «;, e sobre e
consideramos dois pontos distintos W; e W, exteriores ao
plano a (figura4B). Como O, A e A’ sdo colineares, as rectas
AW e A'W, sfo complanares e encontram-se num ponto,
seja A”. Analogamente, obtemos os pontos B” ¢ C". Seja
B o plano do tridngulo A”B”C" (figura 4C). Mas entdo
ABC e A"B"C" (resp. A’B'C’' ¢ A”B"C") sdo dois tri-
angulos em planos diferentes (v e 3) e perspectivos a partir
de Wi (resp. Wa). Logo, pelo teorema de Desargues no es-
pago, ABe A”B" (e também A’'B’ e A”B") encontram-
se num ponto de %, intersec¢iio de « e 3, e portanto o mes-
mo acontecea ABe A'B’ (resp. ACe A'C' e BCe B'C").
Fica assim o teorema demonstrado.

Pense o leitor um pouco sobre algumas caracteristicas
desta demonstracio. Definimos previamente uma transfor-
magdo geométrica — a projecgdo central de um plano «
sobre um plano 3. A transformacio geométrica foi defini-
da como uma bijec¢fio entre os'dois planos (para o que am-

Educacdo e Matematica | nimero 101



Figura 48B.

plidgmos cada plano com o conjunto dos seus pontos impré-
prios — a sua recta do infinito). Néo é dificil constatar que
esta transformacfio geométrica preserva o conceito de ponto
(isto &, transforma pontos em pontos), bem como o concei-
to de recta e de intersecgio de duas rectas (a interseccio de
duas rectas — ponto préprio ou impréprio —, € transfor-
mada na intersec¢iio das suas imagens — ponto préprio ou
improprio).

Foi tendo em conta as propriedades (colinearidade e in-
cidéncia) que ficam invariantes por projeccio central que
pudemos demonstrar o teorema de Desargues no plano a
partir do teorema de Desargues no espago. Nos dois pontos
seguintes, vamos introduzir a projecgio paralela, constatar
algumas propriedades invariantes para essa transformacio
geométrica e apresentar um exemplo de utilizacio seme-
lhante — mas muito mais elementar.

Projecco paralela

Consideremos de novo dois planos « € § ndo paralelos. Seja
d uma recta exterior aos dois planos e nfo paralela a qual-
quer deles (figura 5). A cada ponto P do plano « fica a cor-
responder um ponto P’ do plano 3, a intersec¢iio com 3 da
recta que passa por P e é paralela a d. Esssa correspondén-
cia biunfvoca é uma transformagio geométrica, dita projec-
¢fo paralela de « sobre 8. Na figura 5 estdo representadas
diversas figuras no plano « (um tridngulo, duas rectas pa-
ralelas e uma circunferéncia) e foram determinadas, com o
auxilio do Sketchpad, as suas imagens em 3 por meio da pro-
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Figura 6.

jecgio paralela. Se os planos « e § sdo considerados eucli-

dianos (isto &, sem adjuncdo das rectas no infinito) nada h4

a acrescentar, apenas podemos constatar que a imagem de

qualquer circunferéncia é sempre uma elipse e que rectas

paralelas s3o transformadas em rectas paralelas (basta pen-
sar que as suas imagens sfo obtidas pela intersec¢io de dois
planos paralelos — os que passam por r e s e sdo paralelos

a d — com o plano 8). Se « e 3 sdo planos projectivos, de-

vemos notar que:

e aprojeccio paralela (bem como a sua inversa) transfor-
ma pontos préprios em pontos préprios — dado que a
direc¢fio de projec¢iio ndo € paralela a qualquer dos pla-
nos;

® em consequéncia, transforma pontos impréprios em
pontos impréprios — de resto, isso pode exprimir-se
pelo facto de rectas paralelas serem transformadas em
rectas paralelas;

e como nenhum ponto da circunferéncia é enviado para o
infinito, a imagem de uma circunferéncia é sempre uma
elipse.

Uma outra propriedade da projec¢iio paralela é o facto de
deixar invariante a razio dos comprimentos de dois segmen-
tos colineares (ou paralelos) (para concluir imediatamente
no caso da colinearidade, basta observar a figura 6).

Exemplo de utilizagdo da projecco paralela

Vamos utilizar a projecgiio paralela para provar que:

As trés medianas de um tridngulo
intersectam-se num ponto.

[

ac _ ¢
AB A'B

Seja A’B’C’ um triangulo qualquer num plano 3. Seja «
um plano qualquer, distinto de 3, contendo o segmento
A’C’. Construamos em « um tridngulo equilétero tendo o
segmento A’C’ como lado, e designemos por B o terceiro
vértice (facamos A = A’ e C = C"). Consideremos a pro-
jecgdo paralela de « sobre 3 definida pela direc¢io BB’ (fi-
gura 7).

A imagem do tridngulo equildtero ABC pela projec¢io
paralela que definimos é o tridngulo A’B’C’ dado. As trés
medianas do tridngulo equildtero sfo as bissectrizes dos 4n-
gulos internos, e por isso encontram-se num ponto D que é
o centro da circunferéncia inscrita. Por outro lado, os pon-
tos médios dos lados do tridingulo equilétero, dado que como
vimos a razio dos comprimentos de segmentos colineares
¢ invariante nas projecgBes paralelas, tém por imagens os
pontos médios M{, My e Mj. Portanto as medianas do tri-
angulo A’B’C’ encontram-se num ponto D’ (imagem de
D pela projecciio paralela).

i procura da pnidade

Na reflexdo que estamos a fazer sobre os processos de tra-
balho em geometria — sendo o foco deste artigo as trans-
formacdes geométricas —, temos até agora investido em
campos pouco explorados na geometria do ensino bésico e
secundério. Introduzimos a projec¢do central de um plano
a sobre um plano 3 (nfo paralelos) e fomos levados a in-
ventar os elementos impréprios (pontos, rectas e planos) e
a compreender que embora a projeccio central transforme
rectas em rectas, nfio preserva outros conceitos ou nogdes a
que a geometria, por assim dizer, nos tinha habituado: rectas
paralelas sdo transformadas em rectas concorrentes, certas
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Figura 7.

rectas concorrentes sio transformadas em rectas paralelas,
os pontos médios dos segmentos deixam de o ser nos seg-
mentos transformados — até os préprios segmentos podem,
por transformacio, deixar de ser segmentos’ —, enfim, pou-
co parece resistir a uma projecgio central... No que diz res-
peito & projecciio paralela entre dois planos nfo paralelos, a
situaciio parece nio ser tdo «desastrosa», dado que o parale-
lismo é conservado, os pontos médios também, os segmen-
tos transformam-se sempre em segmentos, mas por exemplo
dois segmentos com igual comprimento podem deixar de o
ser (note por exemplo que na figura 7 os lados do tridingulo
equildtero AB e BC sio transformados nos segmentos dados
A'B' e B'C’, nio necessariamente iguais )...

Assim, pudemos observar como em geometria se cami-
nha em novas direcgdes, se inventam novas transformacdes
e conceitos, e se resolvem problemas e provam resultados
com a ajuda dos novos entes geométricos que vio sendo
criados. .

No entanto, a par deste tipo de trabalho eminentemen-
te criativo, tem existido sempre na matemdtica, e em pat-
ticular na geometria, processos de trabalho e investigagio
com uma finalidade que, nio excluindo-a criatividade, colo-
cam o acento ténico naquilo que poderfamos chamar a pro-
cura da unidade. Apenas um exemplo, em termos simples, de
uma interrogaciio que seria natural levantar neste ponto do
NOSSO PETCurso:

e aprojecciio central e a projeccio paralela'sio exemplos
de transformacdes geométricas — termo ainda indefi-
nido neste artigo, note-se —, tais como as isometrias e
semelhancas; mas enquanto naquelas as correspondén-
cias consideradas sdo entre planos, nas isometrias e se-

melhangas essas correspondéncias s3o entre pontos do
mesmo plano; h4 alguma maneira de conferir coeréncia
e unidade ao modo como introduzimos estes entes geo-
métricos a que chamamos transformagdes?

Veremos que sim, e caminharemos no sentido dessa unida-
de no resto deste artigo. Como, na geometria elementar do
ensino bdsico e secunddrio, as transformagdes geométricas
estudadas sio de um plano sobre si mesmo, é essa situagio
que vamos explorar em seguida, e é nesse contexto que ire-
mos procurar encontrar alguma unidade no modo de inte-
grar as transformagdes geométricas no estudo da geometria
em geral.

Portanto, os tipos de transformagBes que iremos consi-
derar (isometrias, semelhancas, afinidades e projectividades)
serfio correspondéncias pontuais de um plano sobre si mesmo.
No entanto, poderiam existir outras opgSes, como poderd
ver na caixa Isometrias e Semelhancas a partir de projecgdes.

Adoptaremos a defini¢fio habitual de transformagfio ge-
ométrica no plano®. Sendo dado um plano projectivo «,
uma transformaciio geométrica é uma aplicacfio (fungio) T
bitnivoca de o sobre si mesmo, ou seja faz corresponder a
cada ponto Pde o um (e um s6) ponto P’ de oo — designa-
do imagem de Ppor meio de T'— e, além disso, para todo o
ponto @' de o existe uma pré-imagem @ em « (ou seja, tal

que T(Q) = Q")

Isomefrias e semelhancas’

Devemos analisar quais as implicagBes de ‘estarmos agora a
trabalhar no espago projectivo, dado que as definiges habi-
tuais de isometrias e semelhancas sdo em geral dadas no es-
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Isometrias e semelhancas a partir de projeccdes

Comecemos por notar que, depois da introdugéio dos elementos impréprios, a projecgiio central e a projeccio para-
lela passam a corresponder a um dnico conceito, o de projeccio de o sobre /3 a partir de um ponto do espaco (am-
pliado). Se o centro da projeccfio é um pronto préprio, estamos na situagio da projecciio central, se é um ponto

impréprio, temos uma projec¢io paralela.

Quando definimos a projec¢fio (central ou paralela) de a sobre 3, tivemos o cuidado de especificar que supo-
nhamos os planos néo paralelos. Isto porque querfamos cair em situacBes novas.

Na realidade, ao imaginarmos uma projecgio central (de centro O) entre dois planos paralelos a e 3 podemos
considerar que estamos a partir uma dilagio (ou homotetia) espacial, de centro O, e que essa dilacio transforma
figuras do plano o em figuras homotéticas no plano 3 (figura 8A). Por sua vez, uma projecciio paralela entre dois
planos paralelos a e (3 preserva a distancia entre dois pontos, e reduz-se a uma translacio no espaco, que tranforma
figuras no plano o em figuras iguais no plano f3 (figura 8B). E possivel, a partir daqui, obter qualquer semelhanca
— e ndo apenas a dilagio —, (resp. qualquer isometria — e ndo apenas a translacio), através da composiciio de

projecgBes centrais (resp. projecgSes paralelas) entre planos paralelos.

Figura 8A.

pago euclidiano nfo ampliado. Recordemos que a cada rec-
ta r (propria) de a corresponde um ponto impréprio, que
como vimos pode ser definido por uma direccéio no plano
(ou seja pelo feixe de rectas paralelas a r). Tendo em aten-
¢do que tanto as isometrias como as semelhancas transfor-
mam rectas paralelas em rectas paralelas, isso significa que
a sua actuagfio no plano projectivo tem a propriedade de
transformar pontos impréprios em pontos impréprios, ou
seja deixa fixa a recta do infinito. Apenas algumas notas
exemplificativas:

® aimagém por uma translacio de uma recta 7 é uma rec-
ta paralela a r; ou seja, a translacdo fixa todos os pontos
de recta do infinito (o que nfio acontece nem com a ro-
tacio nem com a reflexfio — pense porqué...)

Recordemos que a composicio (ou produto) de duas iso-
metrias ¢ ainda uma isometria e que a inversa de uma iso-
metria é uma isometria. Analogamente, o produto de duas
semelhangas e a inversa de uma semelhanca sio ainda seme-
lhangas. Portanto, tanto o conjunto das isometrias no pla-
no como o conjunto das semelhangas tém uma estrutura de
grupo®.

Temos assim definidos dois grupos de transformacdes
Iso(e) e Sem(a) no plano projectivo.

Figura 88.

Projectividades e afinidades
Pretendermos agora definir dois tipos de transformacdes
pontuais de um plano sobre si mesmo com propriedades an4-
logas as das projecgSes central e paralela entre dois planos.
Seja a um plano e construamos uma cépia de a, «;,
numa posi¢io diferente de a. Podemos por exemplo consi-
derar uma recta prépria j de «, rodar o de um certo angu-
lo em torno de j e obter assim o (figura 9A). Tomado um
ponto qualquer O para centro de projeccio, definimos como
anteriormente a projec¢do central de « sobre a1, de centro
O. O tridngulo A’B’C” em «; serd a imagem, por esta pro-
jeccdo central, do tridangulo ABC do plano «. Desfazendo
agora o deslocamento de « (neste caso a rotacio em torno
de 7) iremos obter no plano « a figura A’B’C" . Fica assim
definida uma transformacio geométrica de o sobre si mes-
mo, a que chamaremos ainda projecciio central (por vezes
também designada por perspectividade). Deverd observar
que:
e asrectas AA’, BB’ e CC’ continuam ainda a ser con-
correntes num mesmo ponto (préprio ou impréprio)
W,
® ao levarmos de novo a coincidéncia a e oy, ficam a exis-
tir sobre « as duas rectas u e v que considerdmos na de-
fini¢iio de projecgio central entre dois planos diferentes
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Figura 9A.

(pense um pouco no seu significado nesta nova situa-
cdo);

e 0 processo que adoptdmos (rotacio) de construir uma
cépia de o numa posicio diferente no espago foi apenas
para servir de exemplo: qualquer deslocagiio de o podia
ser utilizada, o que & necessério é depois trazer essa copia
4 posicdo inicial, coincidente com a.

Esta transformagio geométrica de « sobre si mesmo é um
primeiro exemplo de transformagdo projectiva ou projectivida-
de. As transformacdes projectivas pontuais de um plano so-
bre si préprio podem ser caracterizadas como tranformando
rectas em rectas e sdo também designadas por colineagdes.

Nem todas as transformacdes projectivas resultam ape-
nas de uma projec¢iio central, como no exemplo anterior.

A composic¢io de um nimero finito de projecgdes cen-
trais é ainda uma transformacio projectiva e pode demons-
trar-se que uma transformagdo projectiva é sempre uma
projecciio central composta com uma semelhanga’. A com-
posicio de duas transformag@es projectivas ainda é obvia-
mente uma transformaciio projectiva, e a inversa de uma
transformacio projectiva é da mesma forma uma transforma-
¢do projectiva. Assim, obtivemos um novo grupo de trans-
formagdes no plano a, que podemos designar por Proj(a).
Como sabemos, todas as isometrias sdo semelhancas, e dado
que a imagem de uma recta por uma se¢melhanga é sempre
uma recta, as semelhangas sfo transformagdes projectivas.
Estamos assim na presenca de trés grupos de transformagdes,
em que Isom(c) é subgrupo de Sem(a) e este é subgrupo de
Proj(a).

Podemos ainda definir um novo tipo de ttansformagdes
no plano «, se efectuarmos um procedimento inteiramen-
te andlogo ao que fizemos relativamente A projecgio cen-
tral mas agora considerando uma projec¢iio paralela de o
sobre a;. Obtemos uma transformagio geométrica de a so-

Figura 98.

bre si mesmo, que é um primeiro exemplo de uma transfor-
macdo afim ou afinidade. As transformagdes afins de « sobre
si mesmo caracterizam-se por transformarem rectas em rec-
tas e fixarem a recta do infinito de « (ou, numa defini¢io
equivalente sem envolver a recta do infinito, transformarem
rectas paralelas em rectas paralelas). E o caso, por exemplo,
de uma composi¢io de um niimero finito de projecgdes pa-
ralelas. Uma afinidade de « sobre si mesmo pode ser sempre
obtida como o produto de uma projec¢do paralela com uma
semelhanca. Também no caso das afinidades se pode consta-
tar que o seu conjunto forma um grupo, que podemos desig-
nar por Afin(a), e que, relativamente aos grupos anteriores,
se situa do seguinte modo:

Isom(c) C Sem(a) € Afin() C Proj(c)

Geometria e grupos de fransformagdes

As primeiras linhas do artigo Introducdo ao estudo das geo-
metrias baseado no conceito de transformagdo, que Sebastido e
Silva escreveu para o ntimero 35 da Gagzeta de Matemdtica,
sdo as seguintes:

No célebre programa de Erlangen, mostrou Fleix Klein como o
conceito de transformagio permite iluminar a interdependén-
cia l6gica dos diversos conceitos da geometria, sugerindo novas
conexdes e conduzindo a uma visio do mundo geométrico, que
¢ a mais penetrante, a mais racional e a mais dominadora a que
se possa chegar.'”

A unidade a que nos referimos anteriormente consiste nes-
ta vis@o do mundo geométrico exposta por Felix Klein no pro-
grama de Erlangen e que Sebastifio e Siva descreve naquele
magnifico artigo. Aconselhamos vivamente o leitor, se gos-
ta de geometria e quiser pressentir essa unidade, a procurar
o n° 35 da Gazeta. O que faremos aqui é apenas, em alguns
enunciados demasiado breves e sem quaisquer justificagdes
— pois de outra coisa ndo serfamos capazes —, tomar como
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Tabela 1.

Geometrias Transformacdes Nog¢oes primitivas
métrica elementar isometrias

euclidiana semelhancas

afim afinidades

projectiva colineacdes colinearidade

exemplo conceitos geométricos conhecidos e os quatro ti-
pos de transformagBes geométricas que apresentdmos e indi-
car o seu enquadramento naquela visso.

Uma teoria matemética qualquer é formada por concei-
tos (ou nogdes) e ‘por afirmacdes relacionando esses concei-
tos. O mundo geométrico ndo foge a este esquema geral, e
inclui conceitos como os de recta, segmento, perpendicula-
ridade, tridngulo rectangulo, quadrado e 4rea e afirmacdes
que os relacionam, como o teorema de Pitdgoras. Na geo-
metria (como em qualquer teoria matemadtica),

«é necessdrio fixar como primitivas ou indefiniveis certas no-
¢oes, a partir das quais € possivel depois definir formalmente
todas as outras nogdes que se apresentam no desenvolvimen-
to légico da teoria — chamadas, por isso mesmo, nocdes de-
rivadas.»!!

Note-se que, por questdes de simplicidade e comodidade,
podem ser seleccionadas como primitivas nogBes que po-
dem ser derivadas a partir de outras do conjunto escolhido.

Paralelamente, algumas afirmagdes, designadas por axio-
mas, e aceites sem demonstracfio, formam o conjunto a par-
tir do qual todas as outras afirmacBes da teoria, os teoremas,
sdo demonstradas.

A ideia fundamental de Klein, nessa visio unificada do
mundo geométrico, foi considerar que as nocBes e proprie-
dades geométricas se podem agrupar em diversas geometrias.
Assim, para nos limitarmos aos exemplos que considerdmos
no presente artigo, a cada grupo de transformacdes pontu-
ais do plano projectivo, Isom(a), Sem(a), Afin(a) e Proj(a)
fica associada uma geometria, respectivamente a geometria
métrica elementar, a geometria euclidiana, a geometria afim e a
geometria projectiva. Essa associaciio consiste no seguinte: as
nogdes e propriedades geométricas estudadas em cada geometria
sdo aquelas que sdo invariantes para as transformagdes do res-

colinearidade, paralelismo,
grandeza de segmentos

colinearidade, paralelismo,
igualdade de segmentos

colinearidade, paralelismo

Algumas nocoes derivadas

comprimento de um segmento, drea de
um tridngulo

quadrado, circunferéncia, razio entre
dois segmentos, perpendicularidade,
ortocentro

elipse, hipérbole, pardbola, homotetia,
translacfio, baricentro de um tridngulo,
razdo entre segmentos colineares ou
paralelos

cbnica, razdo dupla’®

pectivo grupo (diz-se também com o mesmo significado no-
¢es respeitadas ou nogdes preservadas). Por exemplo, a nocio
de quadrado é uma nogfio da geometria euclidiana porque
fica invariante para as semelhancas, mas nfo é uma nocfo
da geometria afim porque uma afinidade transforma em ge-
ral um quadrado num paralelogramo (pense na sombra de
um quadrado provocada pela luz do sol, por exemplo). Da
mesma forma, a elipse é uma nocio da geometria afim (ou
simplesmente uma nogfo afim) porque é invariante para as
afinidades, mas nfio é uma nogio projectiva — pois uma
elipse pode ter como imagem, por projecciio central (tipo
particular de transformagio projectiva), uma pardbola ou
uma hipérbole.

Mas a relagio entre transformagdes geométricas e pro-
priedades conservadas revela-se ainda mais forte, devido a
seguinte propriedade fundamental:

Se uma transformagfio biunivoca respeita nos dois sentidos uma
dada no¢fio ou un dado conjunto de nogBes, respeita neces-
sariamente qualquer outra no¢fio que se possa definir logica-
mente a partir das primeiras. Reciprocamente, se uma nocao é
respeitada por todas as transformagdes biunivocas que deixam
invariantes as no¢des dadas, ela serd logicamente exprimivel a
partir destas.!?

Assim, uma determinada nogiio pertencerd a uma determi-
nada geometria se ficar invariante para o respectivo grupo
de transformagdes ou se for definivel a partir das nogdes pri-
mitivas dessa geometria, e os dois critérios sdo equivalentes.
A tabela 1 mostra a correspondéncia entre as geometrias, os
grupos de transformacdes e nogdes que podem ser tomadas
como primitivas em cada geometria. Sfo indicadas também
algumas nogdes derivadas, a titulo de exemplo. E uma adap-
tagio de um quadro andlogo incluido no capitulo citado do
livro Textos Diddcticos, de Sebastifio e Silva.
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E @ educacdo matematica?

Se a finalidade principal da educacdo matemdtica para todos
fosse de cardcter cultural, temas como os abordados nestes
dois artigos poderiam — se devidamente tratados e n#o ape-
nas indicados como aqui —, ser incluidos no ensino secun-
dério e constituir assim uma espécie de sintese das experién-
cias realizadas e dos conhecimentos adquiridos pelos alunos
ao longo da escolaridade bésica. Representariam, no que diz
respeito 4 geometria, um contributo para a compreensdo da
natureza da matemadtica. Mas praticamente nfo existe ge-
ometria no nosso ensino secunddrio, e as preocupagdes de
caracter cultural sdo desprezadas em face da preparacfio téc-
nica para prosseguir estudos ou para entrar numa profissao.
Ao mesmo tempo, o abandono das finalidades do Curriculo
Nacional pelo novo programa do ensino bésico e a sua po-
breza matemética vio no mesmo sentido utilitarista que in-
vade completamente o nosso sistema educativo.

Resta-nos esperar que a for¢a e beleza das ideias que ten-
tdmos transmitir atraiam alguns leitores e os convengam
que vale a pena lutar por altera¢des tdo necessdrias como
urgentes na nossa educagio matemdtica.

Nofas

1. Este artigo é a continuagio de um artigo anterior com o mesmo
titulo, que foi publicado no tltimo nimero de Educagdo e Ma-
temdtica.

2. A condicfio de n#o paralelismo dos planos o e 3 tem a ver ape-
nas com o facto de nesse caso, como veremos, tanto na pro-
jecciio central como na projec¢io paralela, as transformagdes
resultantes serem respectivamente as «cldssicas» isometrias e se-
melhancas, e pretendermos nestes primeiros pontos tratarmos
de transformacdes menos conhecidas (projectividades e afini-

dades).

3. Para simplificar a escrita, muitos autores designam por recta
projectiva a recta euclidiana (dos pontos préprios) completada
com o ponto impréprio (analogamente para plano projectivo e
especo projectivo). Além disso, alguns autores, quando intro-
duzem os elementos impréprios em geometria, embora afirme-
mque se trata de convengBes, acresentam logo algumas frases
retirando o cardcter de excepcional a essas convencdes. Veja-
se por exemplo uma parte do texto de Sebastifio e Silva, logo
depois de afirmar que «as convengdes relativas aos pontos im-
préprios tém uma base intuitiva»:

«N#o esquegamos porém que os pontos improprios tém uma
existéncia puramenté convencional. De resto, o mesmo se
pode dizer a respeito dos pontos préprios e das entidades ge-
ométricas em geral, pois que tais entes ndo existem na realida-
de fisica, sio apenas idealizacdes, representacdes esquemdticas dos
objectos do mundo empirico. Ao matemdtico, o que interessa
¢ apenas que os postulados ou convencdes fundamentais, que

relacionam esses entes, sejam compativeis entre si, isto é, ndo
conduzam a contradi¢io. Como dizia Poincaré, «existir» em

Matematica significa «ser isento de contradigio».» (Textos Di-
ddcticos, vol. I, p. 213).

4. Demonstracdo de Smart, pdg. 286.

5. Imagine na figura 2 um segmento em « intersectando a recta
u (sendo a interseccio um ponto interior ao segmento). Nesse
caso, 0 segmento transforma-se em duas semirectas, pois a ima-
gem do ponto de intersecgio com u € um ponto impréprio.

6. Sobre a nogio de transformagio geométrica pode ler a Nota so-
bre o Ensino da Geometria da autoria de Rita Bastos, intitulada
Transformagdes Geométricas, no ndmero 94 (Set/Out 2007).

7. No site da oficina sobre Transformagdo Geométricas e Simetria
(endereco: http://www.apm.pt/formacao/tgs_2008/), en-
contrard muita informacio organizada sobre isometrias e seme-
lhangas, que por falta de espago nfo podemos repetir aqui.

8. Sobre grupos de transformagdes geométricas, veja o Texto de
Apoio 11, no site citado anteriormente.

9. LM.Yaglom, Geometric Transformations III, pg. 52.
10 Gagzeta de Matemdtica n® 35, p. 1.

11. idem

12. idem, pég. 5.

13. Dados quatro pontos A, B, C, e D, sobre uma recta projec-
tiva, a razéo dupla (AB,CD) é dada pela expressio (AC/
CB)/(AD/DB), em que os segmentos sdo orientados. E in-
teressante notar que as isometrias preservam as distncias, as
semelhancas preservam as razdes das distAncias e as transfor-
macdes projectivas preservam as razdes duplas (as razdes das
razdes...). Mais um sintoma da unidade da matemitica...
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