delina Precatado

Raciocinar em Matemitica: como é que um professor inter-
preta esta questfo tendo em conta os programas do secun-
dario? Foi mais ou menos esta a proposta que a equipa desta
revista temdtica me colocou. Nio respondendo certamente
a questdo colocada, vou tentar, ao longo deste artigo delxqr
algum testemunho, algumas ideias, algumas interrog

sobre o assunto. O artigo estd dividido em trés partes, na pri-
meira farei um resumo rapido do que, na minha perspectiva,
refere o programa do ensino secundario no que respeita ao
raciocinio.em Matemdtica. Na segunda, mostro um exemplo
recente da minha prética lectiva e na terceira debrucar-me-

ei sobre as condi¢Bes necessdrias para o desenvolvimento do
trabalho que proponho.

0 que referem os programas do ensino secundario

Légica e Raciocinio Matemdtico é um dos temas transversais do
programa do ensino secundario (ME, 2001). Neste tema, refe-
re-se nomeadamente que “na aprendizagem da matemdtica sio
absolutamente necessarias as demonstragées Matemidticas, mas
estas ndo podem confundir-se com demonstragdes formalizadas
(...)” (p. 19). Nas indicacdes metodoldgicas ¢
peita aos métodos de demonstracio, que “eles devem ser referi-
dos 3 medida que véo sendo usados ou apés os estudantes terem
jé utilizado os varios métodos em pequenas demonstragdes in-
formais” (p. 21) e ainda que “o hdbito de pensar correctamente,
que ¢ afinal o que estd em causa, deve ser acompanhado do h4-
bito de argumentar oralmente e por escrito” (p. 21).

S€, NO que res-
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Figura 1. Problema Tridngulo Duplicado

Mas as referéncias ao raciocfnio/demonstragio aparecem em
outros locais do programa. No quadro resumo de objectivos e
competéncias gerais pode ler-se na coluna das capacidades/apti-
des: “formular hipéteses e prever resultados; descobrir relagdes
entre conceitos de Matemdtica; formular generalizagdes a partir
de experiéncias; validar conjecturas; fazer raciocinios demons-
trativos usando métodos adequados” (p. 4) e, nas sugestdes me-
todolégicas gerais, com o subtitulo Raciocinio dedutivo, refe-
re-se que “o estudante deverd ser solicitado frequentemente a
justificar processos de resolucio, a encadear raciocinios, a con-
firmar conjecturas, a demonstrar férmulas e alguns teoremas”
(p. 11), na avaliacio recomenda-se que em cada perfodo “mais
do que um dos elementos de avaliagfio seja obrigatoriamente
uma redacciio matemdtica sob a forma de resolugio de proble-
mas, demonstracdes ” (p. 13).

Sem esquecer que a resoluciio de problemas é apontada como “a

contribuicio fundamental para desenvolver a capacidade dos
alunos de raciocinar matematicamente” (p. 7).

Construir, experimentar, descobrir, provar. . . uma experiéncia
recente

A experiéncia que vou relatar desenvolveu-se, talvez, por-
que eu estava envolvida num projecto com computadores
portateis, tinha uma turma do 10° ano de Matemdtica A
e gostava de experimentar o uso mais regular de um pro-

Figura 2. Sugestdo para iniciar a prova

grama de geometria dinimica na sala de aula para resolver

problemas.

Parti de alguns pressupostos facilitadores do trabalho:

1. osalunos em geral motivam-se mais com problemas que
lhes suscitam curiosidade ou em saber o resultado ou na-
queles em que o resultado parecendo evidente afinal nfio
é o que parecia;

2. tinha disponivel um conjunto de computadores porta-
teis e o facto de estar integrada num projecto Desafios
Sem Fios permitia-me ir discutindo com algumas colegas
de grupo o assunto;

3. era Directora desta turma a que me vou referir, o que
me facilitava o esclarecimento dos pais relativamente ao
trabalho que estdvamos a fazer;

4. tinha um bloco de 90 minutos (componente ndo lecti-
va) atribufdo para apoio a esta turma, com alguma liber-
dade para gerir como entendesse.

Por isso, resolvi fazer a proposta aos alunos e aos pais, o
apoio seria encarado de uma forma preventiva e para todos.
O trabalho seria desenvolvido com computadores e com um
programa de Geometria Dinfmica. A turma, de 28 alunos,
foi dividida em dois grupos de 14, que teriam aula de apoio
de 15 em 15 dias. A ideia era partir de problemas geométri-
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cos, relativamente simples do ponto de vista da utilizacio
da tecnologia, de modo que todos os alunos se fossem sen-
tindo & vontade com o programa usado. Os problemas foram
escolhidos de forma a que nfio intimidassem os alunos mais
fracos e que, de preferéncia, desafiassem a intuico ajudan-
do a criar a vontade de perceber porque é que determinada
solugio era adequada. Havia também a intencio, explicita
desde o inicio, de que pretendiamos, por um lado resolver
o problema através de uma construgiio e experimentacio e
por outro, provar/demonstrar o que se tinha descoberto.

@

Triangulo Duplicado

Demonstracdo

Houve ainda a preocupaciio de estabelecer pontes entre
0 que ia acontecendo neste espaco e a aula de Matemética.
Este era um espaco complementar mas associado as aulas da
componente lectiva.

Alguns dos problemas que resolvemos sio bem conhe-
cidos, outros talvez um pouco menos. Apresento de seguida
alguns dos problemas propostos aos alunos, para clarificar
melhor o trabalho feito.

Pela construgdo inicial, os tridngulos 1 e 2 tém bases iguais EA = AC e, a sua altura relativa a estas bases parte do
mesmo vértice (ponto B), o que significa que é comum aos dois tridngulos. Assim se prova que os tridngulos 1 e 2

tém a mesma 4rea.

Pela construcdo inicial, os tridngulos 2 e 4 tém bases iguais BC = CF e, a sua altura relativa a estas bases parte do
mesmo vértice (ponto A), o que significa que é comum aos dois tridangulos. Assim se prova que os tridngulos 2 e 4

tém a mesma 4rea.

Se a drea do triingulo 1 é igual 4 drea do tridngulo 2 e se a drea do tridngulo 2 ¢ igual a drea do triangulo 4, logo, a

drea do tringulo 1 € igual A drea do triangulo 4.

Da mesma forma se prova que as dreas dos restantes tridngulos sio iguais as dreas dos tridngulos 1, 2 e 4.

Portanto a drea do tridngulo [EFD] é sete vezes a drea do triangulo [ABC]. ;

‘

Ouadro 1. Prova apresentada pela aluna A

v
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A

Figura 3. Problema paralelogramos surpresa

A

Figura 4. Paralelogramos surpresa

Problema 1: Trigngulo Duplicado?

Considera um tridngulo qualquer ABC (figura 1). Cons-
tr6i um novo tridngulo FDE prolongando os lados de
ABC, como mostra a figura, e sabendo que DA =2BA,
EB =2CB e FC = 2AC. Qual é a relacfio entre as dreas
dos triangulos FDE e ABC!

No inicio, comecdvamos sempre por ler e interpretar em
conjunto o problema e escrever no quadro o que imagina-
vam ser a solucdo (4,5 foram as propostas).

Depois da construgio e experimentagfio néo sobram dd-
vidas: a grea do tridngulo DEF é sete vezes a drea do tridn-
gulo ABC, mas a prova nio se apresentou muito fcil. A su-
gestfo: experimentem dividir o tridngulo DEF como indica
a figura 2 permitiu que, com mais ou menos tempo, muitos
alunos conseguissem organizar o raciocinio que prova o que
descobriram. Afinal os sete tridingulos tém a mesma drea.
No quadro 1 estd a prova apresentada por uma aluna.

i

Problema 2: Paralelogramos surpresa

ABCD é um paralelogramo. P é um ponto qualquer sobre
o segmento DB, diagonal do paralelogramo. HF" // AB e
GE |/ AD. Observa os vrios paralelogramos em que a fi-
gura ficou dividida. Tenta descobrir relagdes entre caracte-
risticas de alguns dos paralelogramos (figura 3).

A generalidade dos alunos nfo teve dificuldade em ve-
rificar que o paralelogramo ficou dividido em quatro parale-
logramos mais pequenos, que os paralelogramos sombreados
tém a mesma drea e que os paralelogramos brancos néo tém
a mesma drea, mas sio semelhantes.

Menos evidente foi a propriedade: o produto das 4reas
dos paralelogramos sombreados ¢ igual ao produto das dre-
as dos paralelogramos brancos. Mesmo assim, porque este
n3o foi um dos primeiros problemas e na altura em que foi
proposto ja havia quem experimentasse muito, um grupo de
alunos descobriu esta propriedade no final da primeira aula
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de 90 minutos em que trabalharam este problema (figura 4).
Partindo da figura pode justificar-se que os paralelogramos
brancos sio semelhantes a partir da semelhanca dos trian-
gulos que os compdem. Daf resulta que

x a-—=x

y h-y
ou seja as dreas dos paralelogramos sombreados sdo iguais.

Outra demonstragio pode ser feita a partir da igualdade

dos triangulos ADB e BDC. A diagonal divide o parale-
logramo em dois tridngulos iguais ADB e BDC. Como os
dois triangulos brancos, dentro de ADB sdo iguais, respec-
tivamente, aos tridngulos,brancos dentro de BDG, logo as
dreas dos paralelogramos sombreados também sdo iguais. A
partir daqui é quase trivial a prova de que o produto das 4re-
as dos paralelogramos brancos é igual ao produto das 4reas
dos sombreados.

y2(h—y) = yla — =),

4 Triangulos Equilateros — Caso Geral

A

Ovadre 2. Prova apresentada pelo aluno J
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Figura 5. Problema Chap&u de Napoledo

Considero o referencial com origem em A.
A(0,0) P(z,0) B(z+y,0).

Nota: o baricentro encontra-se a 1/3 da altura do tridngulo,
a partir da sua base.

2
Altura (h) de [APE]: h? = 22 — (i”.) v
2 2
2
Altura (h) de [PBEF]: R = G (y) b ﬁy
2 2
2

Aleura (h) de [ABC): h? = (x + y)% -
T 3

_ g@ X |
2,?x>,R<x+2, 6y)e5< ;

Defino os vectores QR <7J - \/g(y - az)) :

Entdo @ (

2 5

V3
6

I QR =11@8 = | RS || = /2L L2

(Célculos feitos a parte)

QS (%’ M) e RS (:;7

(x + 21/))

Assim é possivel dizer que o tridngulo [Q RS] é também equildtero.
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Problema 3: Chapév de Napoledo

ABC é um tridngulo equildtefo. P ¢ um ponto qualquer so-
bre um dos lados do tridngulo. CEP e PFA sio também
triangulos equildteros. Constréi os baricentros (ponto de
encontro das medianas) dos trés triAngulos. Que caracteris-
ticas tem o tridingulo cujos vértices sdo estes baricentros?

- Feita a construcio, nenhum aluno teve dificuldade em per-

ceber que o tridngulo encontrado ¢ equildtero independen-
temente da posiciio do ponto P. Nesta altura tinhamos tra-
tado o tema Geometria analftica na sala de aula, por isso,
alguns lembraram-se rapidamente de usar um referencial.
Um aluno lembrou-se da propriedade “o baricentro divide
a mediana na razdo de 1/3 por 2/3”, os outros foram infor-
mados e alguns provaram também esta propriedade. Os c4l-
culos nio foram muito faceis para alguns. No quadro 2 estd
uma prova apresentada por um aluno.

Problema 4: A ilha Triangular

Considera uma ilha com a forma de um triangulo equildte-
ro. Onde deve ser construida uma casa (C) de modo que a
soma das distAncias aos trés lados do tridingulo (trés praias)
seja a menor possivel?

Este é um velho problema apresentado por Margarida
Junqueira e Sérgio Valente na Educagdo e Matemdtica n® 45.
E velho mas sempre interessante, foi um dos primeiros que
coloquei aos alunos e ainda muitos se lembram dele, mais
tarde voltdmos a abordé-lo, numa perspectiva um pouco di-
ferente: serd que é possivel generalizar a conclusfio a que
chegdmos para a ilha triangular? Ou seja, se a ilha tivesse
a forma quadrada? E, se fosse um hexdgono regular? E um
octégono regular? ... um poligono qualquer com um n° par
de lados? E com um n° fmpar de lados? E, em que regifo, no
interior do poligono, é possivel colocar o ponto (Casa) de
modo que seja possivel deslocar-se, na perpendicular, a to-
dos os lados (ou seja sem sair da ilha)?

Fica o desafio, experimentem e provem... No entanto,
se quiserem podem consultar o livio Geometria — Temas
Actuais, de Eduardo Veloso, (p. 60) onde encontram varias
perspectivas para a resolugio da primeira parte deste proble-
ma e, para a segunda, podem consultar

http://illuminations.nctm.org/Activities.
aspx?grade=all&srchstr=triangula%20Island

Estes foram alguns dos problemas que trabalhei com esta
turma do 10° ano na aula de apoio — um bloco de 90 mi-
nutos de componente nio lectiva, de 15 em 15 dias com
cada turno. Tal como referi no inicio, em diversos momen-
tos foram estabelecidas pontes entre os problemas e os temas
tratados nas aulas, por exemplo, foi possivel aprofundar um
pouco mais as cénicas enquanto lugares geométricos, recor-
rendo ao Geogebra, quando este tema (lugares geométricos)
foi tratado na aula.

Como era evidente a aula ndo podia ser obrigatéria, tra-
tava-se de uma aula de apoio, no entanto, no final do pri-
meiro perfodo s6 uma aluna nunca tinha comparecido e

v

os restantes praticamente n#o faltaram. Esta aluna a par-
tir do 2° perfodo passou, também, a ir sempre. Fomos em
cada periodo fazendo o balango do trabalho realizado e co-
municando-o aos pais nas reunides de pais. As condigdes
que descrevi, no inicio do artigo, foram fundamentais para
o desenvolvimento do trabalho e as caracterfsticas da turma
também.

A palavra de ordem foi percebida por todos: era resolver
o problema em primeiro lugar, todos deviam ser capazes...
depois a prova, a justificacio porque é que a conclusdo era
sempre aquela a que tinham chegado, ndo era obrigatéria
mas desejével. Cada vez mais alunos foram conseguindo fa-
zer. E evidente que alguns tomam a dianteira, mas a verdade
é que a maioria tentou escrever o raciocfnio que fez, mesmo
quando foi ajudado no processo pelo vizinho do lado.

Aos poucos quiseram aperfeicoar-se, uns na forma de
apresentar as construgdes com o Geogebra, outros no modo
como escreviam. Tentei que os alunos, ao lado do compu-
tador, tivessem também um papel e um lapis para apoiar o
raciocinio que iam fazendo, mas esta é a minha batalha per-

dida, serd que tém razio?

fis condicdes

Tempo. Quando trabalhamos na sala de aula, com compu-
tador, deixando que sejam os alunos a construir, a perceber
por eles préprios que para que um quadrado seja quadrado
nfo basta parecer tem mesmo que Ser, ou seja, tem que ter
as propriedades do quadrado, caso contrério chega o profes-
sor e “estraga-0”, demoramos tempo, bastante tempo... pelo
menos no infcio. Quando deixamos que apds a construgao,
os alunos experimentem, investiguem, descubram relagdes e
tentem provar o que descobriram precisamos dar-lhes tém-
po. Mas, o professor também precisa de tempo para pesqui-
sar, para organizar, para aprender e usar 0s NOvos recursos
tecnoldgicos.

Apoio aos alunos. Alguns alunos, ultrapassada a fase inicial,
quase trabalham sozinhos, mas esses s30 poucos. A maio-
ria precisa de apoio. Precisa que os ajudemos a colocar-se
questdes, que sem lhes resolvermos os problemas néo os dei-
xemos ficar inactivos e convencidos que ndo sdo capazes
ou simplesmente a copiar pelo vizinho. E quase impossivel
apoiar bem 28 alunos, eu pelo menos ndo sou capaz.

Computadores. Como referi, trabalhdmos com portdteis, no
infcio aos pares, a partir de meados do segundo periodo cada
aluno com um portatil. Esta € a situagio ideal, pois quando
hé um aluno a construir e outro a ver o resultado nem sem-
pre é bom. A escolha do Geogebra deveu-se ao facto de ser
software livre e portanto todos os alunos podiam também
em casa descarregar o programa. Gostava mais de ter usado
o GSP, que conhecia melhor, mas a escola nfo dispunha de

licencas para os alunos. E preciso computadores mas tam-
bém software adequado.

Os problemas. Existem muitos locais onde € possivel ir bus-
car bons problemas, os préprios manuais trazem alguns que,
com vantagem, podem ser resolvidos com apoio de software
de Geometria Dinamica. Para além da Educaciio e Matemé4-
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tica, indico dois locais na internet onde podem encontrar
problemas bastante interessantes e de onde tirei alguns dos
que resolvi com os alunos, http://illuminations.nctm.
org e http://nrich.maths.org. Digamos que esta condi-
¢do ¢ a mais garantida 2 partida.

Conclusdo

Esta ndo ¢, evidentemente, a Gnica nem a principal forma
de dar cumprimento ao programa de Matemdtica A, no que
respeita ao raciocinio. Alids esta forma de trabalho nio de-
via sequer existir, porque afinal usei um bloco de compo-
nente ndo lectiva como sendo praticamente lectiva. Mas
ndo hd davida que os programas de Geometria Dinimica
facilitam a resolugio de muitos problemas, a descoberta de
regularidades, a verificagiio de conjecturas, logo niio h4 hoje
razdes para que nao sejam usados na sala de aula, de forma
mais ou menos sistemdtica, foi isso que tentei experimen-
tar e € apenas a este tipo de trabalho com uma parte “meio
clandestina” que aqui me estou a referir. Em segundo lugar,
associar a prova a um desafio que consiste em justificar, com
argumentos matemdticos, porque € que o que se descobriu
antes & vélido para todos os casos, é para muitos alunos mais
motivador do que provar por provar. Se voltarmos ao pro-
blema Triangulo Duplicado, serd completamente diferente
deixarmos que o aluno descubra, contra a sua intuicdo, que
a drea do tridngulo maior € sete vezes a do mais pequeno e s6
depois tente provar porque é que isto acontece do que apre-
sentar-lhe a questdo: prova que a drea do tridngulo EDF ¢
sete vezes a do tridngulo ABC.

Trigngulo duplicado?!

O material aqui proposto ¢ um dos problemas que foco no
artigo Construir, experimentar, descobrir, provar. .. publicado
nesta revista. Foi aplicado a uma turma do 10° ano e é um
bom problema para ser resolvido com um software de geo-
metria dinfmica. A surpresa do resultado — a 4rea do tri-
angulo FDE é sete vezes a do tridingulo ABC — motiva os
alunos a interrogarem-se porque € que isso acontece, fazen-

Mas a utilizagio de computadores, principalmente a re-
alizagdo de actividades matemdticas em que o aluno tenha
oportunidade de construir, experimentar, recolher dados, es-
tabelecer conjecturas, provar, ... exige algumas condigGes.
Hé uns tempos dirfamos que ndo tinhamos computadores,
mas eles comecam a aparecer, o problema é que ndo basta
distribuir computadores ou quadros interactivos, € preciso
equacionar o minimo de condi¢tes para que determinado
tipo de trabalho seja possivel em sala de aula e isso passa
também pela capacidade/possibilidade real de interaccio do
professor com cada aluno, passa também por deixar ao pro-
fessor algum tempo de componente nio lectiva ou indivi-
dual verdadeiras, para pensar, preparar, tirar partido das no-
vas ferramentas (Moodle, por exemplo) que comecam a estar
disponiveis. Por tudo isto eu, também até hoje, ndo percebo
porque € que ao contrdrio do que acontece com a Fisica e
Quimica ou com a Biologia e Geologia em Matematica aca-
bou a aula desdobrada, enquanto o nimero de alunos por
turma ndo para de aumentar.

Referéncias
Ministério da Educagiio (2001). Programa de Matemdtica — A.
http://sitio.dgidc.min-edu.pt/.

Veloso, E. (2000). Geometria: temas actuais. 11E.

Adelina Precatado
Escola Secunddria de Camdoes

do sentido pedir-lhes que provem o que descobriram. A su-
gestdo referida no artigo da divissio do tridngulo em sete tri-
angulos pode ser indispensavel para que os alunos cheguem
a uma prova.
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