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A interpretagfio do que é o raciocinio matemético varia bas-
tante. Ela depende da perspectiva que cada um tem sobre
o que é a Matemdtica. Para uns, o raciocinio matemdtico
¢ o raciocinio axiomdtico: da deduciio l6gica e da inferén-
cia formal. Para outros, o raciocinio matemético assinala

sta capacidade geométrica e quantitativa que mistu-
ra andlise e intui¢gio com raciocinio e inferéncia, ambos ri-

0s € sugestivos (Steen, 1999).

Temos a perspectiva da Matemdtica como uma ciéncia
onde as afirmagdes tém significado, que deve ser encontra-
do no conhecimento partilhado pelos seres humanos e nio
numa realidade externa, nio humana. Tal como afirmam
Hersh e Davis (1995), a Matemética trabalha com significa-
dos humanos e € inteligivel apenas no contexto da cultura
— ¢ uma actividade humana e é encontrada na prética dos
matemdticos: Assim, para falar sobre o raciocinio matem4-
tico, nada melhor do que ter em conta aquilo que dizem os
matemdticos sobre o seu prépr

abalhar e a criar Matemaitica.

raciocinio quando estdo a

Como pensam os mafemalicos

Hadamard (1996), a pergunta Como pensam os matemdticos
ao longo do seu processo de trabalho? afirmou que, em geral,
todos aqueles com quem contactou evitam quer o uso de
palavras mentais, quer a utilizagio mental de sinais claros
ou algébricos. Com base na sua experiéncia, afirma que as
palavras ou a linguagem, tal como sfo escritas ou faladas,
ngo parecem desempenhar qualquer papel no seu mecanis-
mo de pensamento. As entidades fisicas que parecem servir
de elementos do pensamento sdo certos sinais e imagens,
mais ou menos claros, que podem ser reproduzidos e combi

nados «voluntariamente». Os elementos atrds menci
$30, no seu caso, de tipo visual e, por vezes, muscular. As pa-

nados

lavras convencionais ou outros sinais tém de ser procurados
com grande esforgo sé numa segunda fase. '

Vio, também, neste sentido, as palavras de Feferman
(citado em Davis & Hersh, 1995), para quem o matemati-
co, no seu trabalho, confia em intuicdes surpreendentemen-

v
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te vagas e avanga em passos atabalhoados e intermitentes,
com recuos frequentes.

No processo de criagio matemdtica, e para Hadamard
(1996), hd quatro etapas cronolégicas: 1%. Preparacio; 2°.
Incubaciio; 32. [luminagfo e 4°. Verificagdo. Na sua perspec-
tiva, os caminhos da criatividade residem no no consciente
mas no longo trabalho do inconsciente de incubagio e na
selecciio estética inconsciente de ideias que depois passam
para o consciente. Defende, ainda, que emogBes poderosas
podem favorecer tipos diferentes da criagio mental. Con-
corda com Poincaré (1996), para quem, na criagio matema-
tica, h4 uma intervencio do acaso mas também um trabalho
do inconsciente, que nfo implica nem contradiz o primeiro
— a invencéio toma lugar pela combinagfio de ideias; criar
consiste em nio fazer combinacgdes indteis e em examinar
apenas aquelas que sdo dteis, e que sdo apenas uma minoria.
A invencio é discernimento, ¢ escolha que, para Poinca-
1é, é governada imperativamente pelo sentimento de beleza
cientifica. Ao inconsciente pertence nfo apenas a compli-
cada tarefa de construciio do volume das vérias combina-
cdes de ideias, mas também a tarefa mais delicada e essen-
cial de seleccionar aquelas que satisfazem o nosso sentido de
beleza e que, consequentemente, poderdo ser Gteis. Hada-
mard, também, defende que a inven¢io depende necessa-
riamente de uma ac¢do preliminar e mais ou menos inten-
sa do consciente. No entanto, este no estd subordinado ao
inconsciente, antes pelo contrdrio, ele comega a sua acgio
e define, numa maior ou menor extensdo, a direcgio geral
na qual o inconsciente deve trabalhar — o que implica ele-
mentos afectivos, onde a escolha é direccionada pelo senti-
do de beleza.

Muitos outros autores testemunharam o apelo estéti-
co da Matemitica tanto na contemplagfio passiva como na
prépria actividade de investigacdo. Para Flato (1994), em
Matemética estamos sempre a inovar e a generalizar e o pro-
cesso de criacio matemitica apresenta semelhangas com o
da criagdo artistica.

H4, assim, e como resultado da informacio recolhida
sobre a prética dos mateméticos, uma associagdo clara da
invenciio matemdtica a uma componente estética e a ima-
gens visuais vagas e imprecisas, onde o inconsciente desem-
penha um papel fundamental — a par e direccionado pelo
consciente.

Representacdes concrefas e Sinais pessoais no pensamento
matemalico

Relativamente 2 ajuda que € oferecida ao pensamento atra-
vés das representacdes matemdticas concretas, Hadamard

(1996) afirma:

Acontece-me muitas vezes que depois de ter trabalhado dura-
mente e ter chegado a resultados que estfio perfeitamente cla-
ros e sdo satisfatérios para mim, quando tento colocd-los em
linguagem sinto que tenho de me colocar num outro plano in-
telectual. Tenho de traduzir os meus pensamentos numa lingua-
gem que nfo corre equilibradamente com eles. Por isso passo
um vasto periodo de tempo a encontrar as palavras e as frases
apropriadas.

i

Para este matemadtico, uma transi¢io do pensamento para a
linguagem exige sempre da sua parte uma maior ou menor
dificuldade e esforco. O pensamento pode ser acompanha-
do por representagdes concretas para além das palavras, e as
palavras estdo ausentes da sua mente quando ele pensa; e,
mesmo depois de ler e ouvir uma questso, toda a palavra de-
saparece No instante em que ele comega a pensar nNo assunto
— as palavras ndo reaparecem no seu consciente antes de ter
dado por terminada a investigagio. Os pensamentos morrem
no momento em que eles sdo embebidos por palavras. Hada-
mard afirma, ainda, que é essencial realcar que ele se com-
porta desta forma ndo apenas com as palavras mas também
com os sinais (simbolos) algébricos: utiliza-os em cdlculos
faceis; mas, quando o assunto parece mais dificil, os célcu-
los tornam-se demasiado pesados para si. Usa representagdes
concretas, mas de uma natureza completamente diferente.
Este matemadtico dd o seu exemplo na demonstragio do
teorema de que a sequéncia dos nimeros primos ¢ ilimitada.
Para ele, as figuras mentais sio «uma massa confusa»; «um
ponto muito remoto da massa confusa»; «um segundo ponto

. um pouco por baixo do primeiro»; «um local algures entre a

massa confusa e o primeiro ponto». Afirma, ainda, que toda
a investigacio matemadtica o compele para a construgfio de
um tal esquema, que é sempre, e que deve ser, de cardcter
vago, de modo a ndo ser enganador.

Hadamard apresenta, ainda, um outro exemplo da sua
investigacio — o da sua tese, em que ele tinha de conside-
rar a soma de uma infinidade de termos para calcular a sua
ordem de grandeza. Afirma que nfo viu a férmula em si mes-
ma, mas o local onde ela estaria se fosse escrita: uma espé-
cie de fita, que é mais estreita ou mais escura no local cor-
respondente aos termos possivelmente importantes; noutros
momentos, viu alguma coisa parecida com uma férmula,
mas ndo através de alguma legibilidade (sendo fortemen-
te longa e luminosa), como se ele ndo tivesse Geulos, com
letras parecendo mais notdrias (embora ainda ndo legiveis)
no local onde é suposto ser importante.

Porém, Hadamard faz referéncia a algumas excepgoes.
Birkhoff estava acostumado a visualizar sfmbolos algébri-
cos e a trabalhar com eles mentalmente. Pélya afirma que a
ideia decisiva que traz a solu¢iio de um problema estd, mui-
tas vezes, ligada a uma palavra ou afirmacgfio que ilumina a
situacdo; ela pode vir antes de uma pequena ideia decisiva
ou a seguir a ela ou talvez nas¢a ao mesmo tempo; a palavra
certa ajuda-nos a recordar a ideia matemadtica, talvez menos
completamente e menos objectivamente do que um diagra-
ma ou uma notaciio matemética, mas, de uma forma andlo-
ga, pode contribuir para fixd-la na mente. Segundo Hada-
mard, Pélya ndo usa as palavras como equivalentes a ideias,
uma vez que utiliza uma palavra ou duas letras para simboli-
zar uma linha completa de pensamento.

Apesar de todas estas excepgdes, para Hadamard as ima-
gens mentais que os matematicos usam so frequentemente
visuais, podendo também ser de outro tipo, por exemplo, ci-
néticas e auditivas. Dreyfus (1991) defende, também, que a
visualizacio desempenha um papel essencial no trabalho de
muitos matematicos.
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Ainda sobre o papel dos simbolos no pensamento, Ha-
damard socorre-se das palavras de um especialista em lin-
guistica, Prof. Roman Jakobson. Para este autor, os sinais
$40 um suporte necessdrio para o pensamento. Para o pen-
samento socializado (etapa da comunicacio) e para o pen-
samento que estd a ser socializado (etapa da formulaciio),
O sistema mais usual de sinais ¢ a linguagem propriamen-
te dita; mas, o pensamento interno, especialmente quan-
do criativo, usa de bom grado outros sistemas de sinais que
sdo mais flex{veis, menos padronizados do que a linguagem
e deixam mais liberdade e mais dinamismo a0 pensamento
criativo. De entre estes sinais ou simbolos, podemos distin-
guir entre os sinais con¥encionais, pedidos emprestados a
convengio social, e, por outro lado, sinais pessoais, perten-
centes aos hdbitos gerais, a0 modelo individual da pessoa
considerada e em simbolos episédicos, que séo estabelecidos
ad hoc e s6 participam num acto criativo simples.

Vio muito neste sentido as afirmagdes de Dreyfus (1991)
para quem as representagdes simbélicas das entidades mate-
mdticas desempenham um papel essencial em Matemitica.
As representacbes recorrem a sinais que apenas podem ser
usados quando ligados a um conhecimento pessoal impli-
cito, isto &, a um significado. Quando falamos de qualquer
objecto matemdtico cada um de nés relaciona-o com uma
representagdo mental do mesmo. Embora se espere que os
matemdticos produzam definicdes mais ou menos semelhan-
tes para 0 mesmo conceito, as suas representacdes mentais
desse conceito podem variar bastante. Uma representacio
simbélica ¢ escrita ou falada normalmente com a finalidade
de facilitar a comunicacgio sobre o conceito. Uma represen-
tagdo mental refere-se a esquemas internos que uma pessoa
usa para interagir com o mundo exterior (e consigo préprio,
muito essencialmente). Também Matos e Serrazina (1996)
afirmam que uma capacidade matemdtica produtiva est4 as-
sociada a representaces mentais ricas, ou seja, que contém
muitos aspectos relacionados com cada conceito.

Hg, deste modo, que realgar a importancia das represen-
tagGes concretas no pensamento matemético. No entanto,
€ necessdrio distinguir claramente o papel dos sinais e dos
simbolos. Eles assumem uma forte relevancia ao nivel das
etapas da comunicacio e da formalizacio, mas ao nivel do
pensamento interno, particularmente na fase de criaciio, sio
0s sinais pessoais que permitem a ligacio a um conhecimen-
to pessoal com sentido. .

Raciocinar em Matematica: infuir, generalizar, justificar

A Matemdtica é uma disciplina que trata com entidades
abstractas e o raciocinio é a ferramenta para i:ompreender a
abstracgiio (NCTM, 1999). E o que usamos para pensar so-
bre as propriedades dos objectos matematicos e desenvolver
generalizagdes que aplicamos a todas as classes de objectos
— niimeros, opera¢des, objectos geométricos, ou conjuntos
de dados. O raciocinio matematico ¢ essencialmente sobre
o desenvolvimento, a justificaciio e o uso de generalizaces
matemdticas. Dreyfus (1991), por sua vez, ao referir-se & abs-
tracgo, faz a distingdio de dois processos que, conjuntamen-
te com a representacio, formam a sua base: a generalizacio e

a sintese. Para aquele autor, generalizar é derivar ou induzir
a partir de especificidades, identificar caracteristicas comuns
ou expandir dominios de validade; sintetizar ¢ combinar ou
compor partes de modo que formem um todo, uma entidade
que muitas vezes é mais do que a soma das partes. Concor-
dante com estas afirmagdes, Fischbein (1987) afirma que a
actividade matemdtica envolve trés componentes: a formal,
a algoritmica e a intuitiva. A primeira envolve os axiomas,
as defini¢des, os teoremas e as demonstragdes. A segunda ¢
composta de competéncias que podem ser adquiridas atra-
vés de uma pritica e de um treino sistemético. O recurso
a algoritmos € fundamental no raciocinio matemstico. Szo
eles que nos permitem uma economia de pensamento adap-
tando um conjunto de procedimentos-tipo a situacdes pro-
blemdticas. A terceira envolve cognigdes que nos aparecem
como evidentes por si préprias. Para este autor, embora pos-
sa parecer surpreendente falar-se de uma componente in-
tuitiva no pensamento matematico, o modo como o racio-
cinio matemdtico faz uso da imaginacgio, da visualizacdio, de
todas as nossas vivéncias, e mesmo das nossas caracteristi-
cas bioldgicas, tém vindo a ser referido cada ves com mais
frequéncia.

Esta componente intuitiva é referida por muitos auto-
res. Para Malcolm (2007), a intuigfio € a apreensio imedia-
ta pela mente, sem o raciocinio. A intuigdo, por definicio,
¢ diferente da razdo: acontece sem raciocinar; € imediata,
holistica, estética, reveladora, inspirada; € sentir, ¢ conhe-
cer tudo de uma vez; ela pode ir aonde a razio nio pode. No
entanto, a seu ver, na pratica, a intuiciio e a razdo trabalham
em conjunto numa constante ac¢iio combinada. A intuicdo
produz uma ideia, e a razio esforca-se para a testar ou desen-
volver. A intuicio é sobre a criatividade, a imaginacfio, a
inspiraéo e a revelagfio. Ela est4 ligada a razio, mas nio é a
razdo. Segundo Malcolm, no ocidente olha-se para a intui-
a0 como sendo um processo de geracsio de conhecimento e
assegura-se que o conhecimento € testado através da razio.
Isto faz com que a razio seja o 4rbitro final merecedor do co-
nhecimento e, nesse sentido, superior a intui¢io, o que d4
& Matemdtica um papel especial, como um modelo de ra-
ciocinio e como uma representacfio abstracta e elegante da
verdade. Porém, acrescenta que a razio sem a intuicdo tem
pouco trabalho e ndo encontrars uma orientacio.

Poincaré (1987) foi um dos matematicos que escreveu
sobre a ligagio entre a intuicio e a l6gica em Matemitica.
Para ele, as duas tinham o seu papel na criaciio matemadtica,
pois a produgio da Aritmética, da Geometria, ou de qual-
quer outra ciéncia, necessita algo mais do que a Légica Pura.
A este algo mais, Poincaré designou por Intuicio.

Para Davis e Hersh (1995), os aspectos ndo verbais, es-
paciais e holisticos do pensamento sio importantes naquilo
que a maior parte dos bons matémadticos fazem na realida-
de, embora néo o sejam tanto naquilo que dizem que fazem.
Para estes autores, ¢ razogvel pensar que uma cultura ma-
temdtica que despreza explicitamente os aspectos espaciais,
visuais cinestésicos e ndo verbais do pensamento nao utiliza
totalmente as capacidades do cérebro. Nao dar importancia
aos elementos analdgicos da Matemadtica representa o fe-
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cho de um canal da consciéncia e experiéncia matematica.
Seria decerto melhor desenvolver e usar todos os talentos e
capacidades especiais dos nossos cérebros, em vez de supri-
mir alguns pela educaciio e preconceitos profissionais. Davis
e Hersh sugerem que, em Matemdtica, seria melhor que as
duas metades do cérebro cooperassem, se completassem e se
desenvolvessem uma 2 outra, em vez de interferirem e esta-
rem em conflito. H4, da parte destes autores, e de maneira
clara e frontal, um apelo para que se viva a Matemética de
forma total e nfo parcial.

Porém, e dentro da actividade matemética, o caminho
estreito e delicado do cdlculo formal leva-nos muitas vezes
directaente contra um muro de mistério (Davis & Hersh,
1995). Por exemplo, em 1545, Cardano indica a seguinte
solugio para a equagio

P amr=n:iz=2+/—1214+ ¢ -2+ 121

Este resultado origina uma enorme ddvida e inquietagdo
— que significado atribuir a v/—121 (naquela época, as ra-
{zes quadradas de nimeros negativos ndo tinham qualquer
legitimidade; a teoria dos nimeros complexos ndo existia;
como interpretar este stmbolo sem sentido?). Para Davis e
Hersh (1995), o que se tem aqui é incompletude e enig-
ma. As necessidades internas da Matemadtica criam pressoes

para que se procurem explicagdes. Somos curiosos. Quere-
mos compreender. A nossa metodologia conduziu-nos a um
novo problema.

Em Matemadtica cruzam-se, assim, duas actividades fun-
damentais — o uso e a criacio de novas ideias. A utiliza-
cflo de conceitos, de resultados e de técnicas para resolver
um problema concreto envolve normalmente um ciclo de
matematizacio (identificacio dos aspectos matemadticos da
situagio), manipulagio (transformaciio das relagdes mate-
méticas anteriores noutras mais adequadas ao fim em vista)
e interpretaciio (estudo dos resultados obtidos com vista a
obter uma solugfio para o problema inicial). A transforma-
¢do dos conceitos e representagdes matematicas — a partit
de problemas e questdes ndo resolvidas — dd origem a no-
vos conceitos, relacdes e procedimentos que podem tomar
o seu lugar no corpo do conhecimento matemdtico (Ponte
e Serrazina, 2000). Tal como estes autores afirmam, o ra-
ciocinio matemdtico tem uma dupla natureza — por um
lado apoia-se na intui¢fo e, por outro, visa uma progressiva
formalizagdo.

i concluir

Os mateméticos quando-falam sobre a sua actividade de in-
vestigagio fazem referéncia, com frequéncia, ao seu sentido
estético. Associam fortemente & invenc¢io matematica um
conjunto de imagens visuais vagas e imprecisas, reconhe-
cendo, também, o papel muito importante que nela tem o
trabalho do inconsciente. Para além da importancia das re-
presentagdes concretas no pensamento matematico, € real-

cada a relevancia dos sinais pessoais ao nivel do pensamento
interno de cada um — s@o estes sinais que d#o significado ao
conhecimento matemético.

Em Matemdtica identificam-se duas actividades fun-
damentais — o uso das ideias matemdticas e a sua criagdo
apresentando-se o raciocinio matemético com duas verten-
tes essenciais: a intuicio e a formalizagio. A prética dos ma-
temadticos leva-nos, assim, a interpretar o raciocinio mate-
mdtico como aquele que contempla uma vasta componente
geométrica e quantitativa que mistura intuigio e andlise
com inferéncia e dedugfo.

A Matemitica escolar deve, por tudo isto, promover o
uso do raciocinio para fazer conjecturas e aplicar o racio-
cinio intuitivo e dedutivo. O ensino da Matemadtica esco-
lar deve também ter em conta os aspectos ndo verbais, es-
paciais e holisticos do pensamento, para além dos aspectos
mais analiticos e formais, pois € isso que os matemdticos fa-
zem, de facto.
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