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Os varios pontos C s3o todos os pontos da circunferéncia e
das rectas assinaladas a vermelho (excepto os pontos A e B}

Nas rectas, porque sdo perpendiculares ao

4 AB, com ele de 90°.
[ =] Na ci éncia, porque qualq ia em
que dois dos vértices sdo também as
idades da ici ia em que esta
inscrito, é rectangulo no angulo que ndo é
margem da circunferéncia.
Demonstragdes:
LBER = 50,50
EE]  mssc-soo
B moec-sose
Figura 1

Assim que a professora nos entregou a proposta, pensa-
mos: “até me parece uma actividade acessivel” (Sofia) e “isto
vai ser facil” (Rafael). Pareceu apenas mais uma daquelas ta-
refas ‘malucas’ da nossa professora (que, as vezes, ddo muito
que pensar). Contudo, quando lemos aquilo mais tranquila-
mente, depressa nos apercebemos que “era um pouco mais
trabalhoso” (Sofia), “ndo seria assim tdo facil, pois havia ali
situacdes com infinitas solugdes” (Rafael) e que talvez exi-
gisse constru¢des dindmicas.

Nalguns casos, somente apds intimeras tentativas é que
conseguimos chegar ao que se pretendia, pelo que o de-
safio acabou por ser bem mais complicado do que parecia
inicialmente.

A existéncia de um programa que permite fazer constru-
¢des geométricas que ndo sdo estdticas — o GSP — ajudou
imenso, pois, de outra forma, nfio imaginamos como irfamos
resolver o desafio e entregar a professora (talvez em papel —
com 200 construgdes e outras tantas medigdes — para mos-
trar que, com o ponto C em determinado sitio, os tridngu-
los eram sempre rectdngulos ou equildteros ou acutingulos,
etc.). :

—_— No decorrer da tarefa, foram surgindo dificuldades, tais
como: “como é que vou mostrar que, dentro daquelas rectas
paralelas, o tridngulo é sempre acutingulo?” “Dentro de que
limites posso fazer deslocar o ponto C?”

Figura 2

Classificacdo quanto aos angulos

Na primeira alinea, a professora pedia-nos todos os pon-
tos C' de maneira a que o tridngulo ABC fosse rectangulo.
Em primeiro lugar, pensdmos logo na matéria que tinhamos
dado antes (todos os Angulos inscritos numa semicircunfe-
réncia tém 90°) e fizemos uma circunferéncia cujo didme-
tro era AB.

Depois lembrdmo-nos que o tridngulo podia ser rectin-
gulo num dos outros dois vértices. Para em A haver um 4n-
gulo recto, entdo C tinha de estar numa posi¢io em que o
segmento AC fosse perpendicular ao segmento dado em A.
Por isso, tragdimos uma recta perpendicular ao segmento AB
e que passava em A. O mesmo se aplicava a B. Chegdmos a
conclusio que todos os pontos dessas duas rectas e dessa cir-
cunferéncia podiam ser pontos C, e foi assim que chegdmos
a solugdo (figura 1).

Na segunda alinea, j4 houve divergéncias entre nés...

Um dos raciocinios (errados) surgidos durante a investi-
gacio da segunda alinea foi: “Para o tridngulo ser acutingu-
lo, tenho que construir uma circunferéncia que passe pelos
pontos A e B. Depois, trago rectas perpendiculares a AB
que passem pelos pontos A e B. A partir daf, verifiquei que,
se o ponto C'se encontrasse entre as rectas paralelas, o tridn-
gulo teria todos os angulos agudos. Entdo, o vértice C pode
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Tria angulo é todo o tria em gue todos os
angulos sdo agudos, ou seja, t€m menos de 90°.
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Figura 3

ser qualquer um dos pontos pertencentes ao arco WM, com
excepgio dos pontos W e M, uma vez que se o ponto C
coincidisse com um desses pontos, o tridngulo seria rectan-
gulo em C”.

Fazendo deslocar o ponto C ao longo da circunferéncia,
contudo, viu-se que isto era verdadeiro para os pontos do
arco referido, mas nfio para o resto dos pontos da circunfe-
ré€ncia e que estdo entre as rectas paralelas (arco AB), pelo
que o raciocinio teve de ser revisto (figura 2).

O outro raciocinio foi: “Para o trifingulo ser acutingu-
lo, devo fazer duas rectas perpendiculares ao segmento, uma
que passe em A e outra que passe em B, visto que se o ponto
C se encontrar entre as duas rectas, todos os 4ngulos vio ser
agudos. Mas depois de «desenhar» as rectas, e de ver os re-
sultados, apercebi-me que havia uma regifio muito préxima
do segmento dado em que o angulo em C éra obtuso. .. Co-
mecei por desenhar um quadrado cuja diagonal era o tal do
segmento, mas depressa me apercebi que mesmo assim havia
zonas entre as duas rectas e fora do quadrado em que um dos
angulos nfo era agudo. Sé depois me lembrei da alinea ante-
rior. Ora, se o ponto C fosse parte da circunferéncia cujo di-
ametro € o segmento dado, entdo o Angulo ACB seria recto,
e o tridngulo, rectingulo, ou seja, para o tridngulo ser acu-
tangulo, o ponto C' tinha de estar entre as duas rectas mas
sem intersectar a circunferéncia de didmetro AB. Mas e se

Figura 4

fosse dentro da circunferéncia? Eu j4 tinha visto que havia
zonas em que o tridngulo ficava obtusangulo, e ndo rectan-
gulo nem acutangulo, como era pretendido. Por isso pensei:
e se existir uma espécie de «dégradé» em que os Angulos fora
da circunferéncia tém menos de 90° (excepto quando nio
estdo entre as duas rectas), em que os 4ngulos que intersec-
tam a circunferéncia tém exactamente 90° (porque como j4
foi dito antes, todos os angulos inscritos numa semicircun-
feréncia tém 90°) e em que os dngulos dentro da circunfe-
réncia tém mais de 90°? Tentei comprovar a minha ideia
arrastando o ponto no Sketchpad (é por motivos como este
que um programa de geometria dindmica dd muito jeito) e
deu certo. Assim, para o tridngulo ser acutingulo, o pon-
to C tem de estar entre as duas rectas mas no exterior da
circunferéncia.”

Este processo permitiu resolver, a0 mesmo tempo, duas
alfneas do enunciado (figuras 3 e 4).

Classificacao quanto aos lados

Relativamente ao trifingulo isésceles, comecdmos por dese-
nhar [AB] e a partir dele tragdmos a mediatriz, k. Qualquer
ponto da recta k, & excepgfio do ponto médio do segmento
AB — que é colinear com A e com B e, nesse caso, nio for-
ma um tridngulo — pode ser o ponto C.
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Triangulo isosceles é todo o triangulo que tem dois lados iguais.
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Os pontos C s#o todos os pontos da
mediatriz do segmento AB, porque
esses estdo a mesma distancia de A
ede B; e todos os pontos das
circunferéncias de raio AB e centro
em A ou em B, porque o centro
dessas circunferéncias vai estar a
mesma distancia de qualquer ponto
na circunferéncia que do outro
extremo do segmento.

BEiNel. 71
§

Figura 5

Nesta situaciio, os lados iguais vdo ser os que concor-
rem em C, mas também temos de ter em conta que os lados
iguais podem ser os concorrentes em A ouem B e, por isso,
temos de construir duas circunferéncias, uma de centro em
A e raio AB, e outra de centro em B e raio AB porque, as-
sim, qualquer ponto C dessas circunferéncias, desde que néo
coincida com A ou com B, estd a uma distancia do centro
(A ou B) igual ao lado AB (raio da circunferéncia) e forma
com os outros dois pontos um tridngulo isGsceles (figura 5).

Ao fazer esta construciio, descobrimos duas situagdes em
que o tridngulo isésceles era equildtero: o ponto C situa-se
na interseccio das circunferéncias com a mediatriz.

No écrd que surge na figura 6 pode ver-se a resolugio e
explicaciio para a pendltima alinea da investigacfio.

Visto que os pontos sobre a mediatriz de [AB] e sobre as
circunferéncias de raio AB com centro em A ou em B ddo
origem a tridngulos equildteros ou isdsceles, para o tridngu-
lo ser escaleno, os pontos C tinham de estar fora desses trés
elementos (figura 7).

A laia de conclusdo . . . :

filunos
Bom, divertimo-nos imenso, quer a realizar a actividade (o
que nos permitiu aprofundar os nossos conhecimentos de

S e Para o triangulo ser sempre
equilatero, comecei por tracar [AB].
Depais, com centro em A e de raio
AB, desenhei uma circunferéncia.
Repeti o processo, mas, desta vez,
com centro em B. Obtive 2 pontos
em que essas circunferéncias se
intersectavam, pelo que
correspondem aos pontos C. Desta
forma, [AB] = [AC] =[CB]

Figura 6

geometria, e, a0 mesmo tempo, descobrir ¢ explorar as fa-
cetas desconhecidas do Geometer’s Sketchpad, que embora
ja tivéssemos explorado nas aulas, ndo tinhamos tido opor-
tunidade de aproveitar certas funcionalidades como os bo-
tdes de “esconder” e “revelar”, e os botdes de animacio),
quer a escrever o artigo em si (porque fortalecemos as re-
lagBes entre nés, colegas, e com a professora, o que € sem-
pre positivo), e achamos que esta proposta da professora,
uma proposta diferente das actividades normais e rotinei-
ras caracterfsticas desta fase escolar, nos conseguiu cativar
e embora n3o tivesse contado para a nota, despertou-nos a
curiosidade.

Professora

Para que o artigo aparecesse escrito, professora e alunos reu-
niram semanalmente na escola mas, entre essas reunides,
trocou-se muita correspondéncia electrénica, o que susci-
tou algumas situagdes interessantes, quer a nivel da comu-
nicacfio, quer a nivel matemético. Abaixo transcrevem-se
duas delas:

Mensagem do Rafael, depois de muito insistir junto de ambos
para que escrevessem sempre com conhecimento a todos:

“Gostaria que a Sofia me enviasse a versdo alterada do texto,
para verificar se 0 meu raciocinio € igual, visto que o ficheiro
que vinha anexado no mail dela (Desculpa por me estar a re-
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IO The Geameter's Skeichpad [iriangulos_ Rafbeligsp - Excaleno]

- Triéngulo escaleno & todo o triangulo cujos
IS} lados sdo todos diferentes
P Os pontos C s&o todos os pontos que ndo intersectam a
Al recta nem as circunferéncias assinalados a vermelho,
». porque a recta é a mediatriz do segmento AB, e todos
os pontos dessa mediatriz do segmento AB estfo a
mesma distancia de A que de B (Ou seja, s#o iguais); e
porque o centro das circunferéncias vai estar 8 mesma
distancia de qualquer ponto na circunferéncia que do
outro extremo do segmento, visto que este € o seu raio.
Por favor, arraste o ponto.
mTB=582cm
mAC=7.70 cm
mAB=436 cm
il AR s R "
== ol D
Figura 7
" 3 . : g P
ferir a ti na terceira pessoa, mas isto de escrever um mail para  |Jm Dltimo pensamento:

duas pessoas é um bocado esquisito ...) era o mesmo que vinha
p q q
anexado no primeiro mail enviado pela professora.”

Troca de mensagens entre os alunos aquando da escrita de par-
te do texto:

Sofia

“Relativamente ao tridngulo isésceles (sketch09), comecei
por desenhar o [AB], a partir do qual obtive a mediatriz.
Assim, tracei uma mediatriz, para que esta pudesse conter
‘todos os pontos C. Posto isto, concluo que qualquer ponto
da recta k, & excep¢iio do ponto D — que é colinear com
[AB] e, nesse caso, nfo se formaria um tridngulo — pode
ser o ponto C.”

Rafael

“Quanto aos lados, Sofia, estd incompleto porque assim,
como tu descreveste, os lados iguais vdo ser os que se tocam
em C, e também temos de ter em conta que os lados iguais
podem ser os que se tocam em A ou em B, e para isso, te-
mos de construir duas circunferéncias, uma de centro em A
e rajo AB, e outra de centro em B e raio A B, porque assim,
o centro dessas circunferénceias vai estar & mesma distancia
de qualquer ponto na circunferéncia que do outro extremo
do segmento.”

Ainda que seja francamente estimulante ver que os alunos
trabalham com qualidade e persisténcia mesmo que nao seja
“para a nota”, pergunto-me porque se convenceram eles que
ndo contaria...

Rafael Goncalves

Sofia Rodrigues

Sonia Figueirinhas

EB 2.3 Roque Gameiro, Amadora
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