Notas sobre o Ensino da Geomelria

Delfaedros ha muitos . .

Eduardo Veloso

Introducdo

Esta nota vem na sequéncia de duas anteriores (EM96 e
EMO97), intituladas “H4 vida na geometria para além dos
prismas, paralelepipedos, cubos, esferas, cilindros e cones ...”
e “Poliedros regulares”. No fim da primeira nota diziamos
que “Em futuras notas, tentaremos mostrar (através de pro-
postas concretas) como hé vida muito interessante, na ge-
ometria, para além da circunferéncia e dos prismas, pirdmi-
des, cubos, esferas, cilindros e cones...”.

Propostas concretas foi uma expressio nio muito bem
empregue, pois as propostas concretas em aulas concretas
a alunos concretos serfio de preferéncia feitas pelos profes-
sores concretos desses alunos, ou seja por si, caro leitor. O
que vou fazer nesta nota € sugerir um tema, para além dos
“prismas, paralelipipedos, ...”, a saber, o tema dos deltaedros.!
Trata-se de um tema suficientemente amplo para alimen-
tar propostas desde o 1° ciclo até ao secundario, e apenas o
leitor, conhecedor da maturidade dos seus alunos e das suas
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Tefraedro

Figura 1
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experiéncias anteriores, pode imaginar a proposta certa no
momento certo. Assim, depois desta curta introducio, ocu-
parei o resto desta nota com alguma informacio matemati-
ca sobre essa familia infinita de poliedros, os deltaedros, su-
ficientemente variada para dar origem a multiplas propostas
de investigages. Incluirei também algumas sugestdes de ca-
racter pedagdgico.

0s delraedros

Se, no mundo dos poliedros, escolhermos aqueles cujas faces
sdo tridngulos equildteros todos iguais, obtemos a familia dos
deltaedros. Chamam-se assim porque a letra grega delta mai-
Gscula — A — tem a forma de um tridngulo. Um aspecto
comum das investigagdes que podemos imaginar com delta-
edros € a descoberta e constru¢io concreta, com materiais
apropriados, de deltaedros.

Um material apropriado para essa construciio sdo pecas
(tipo polydron) em forma de triangulo equildtero?. E impor-
tante a disponibilidade de uma grande quantidade de pecas
triangulares, para facilitar a todos os alunos uma ampla ex-
perimentacio. Os polydrons s3o um material caro e isso pode
constituir um problema. Tridngulos equildteros em cartolina
e fita adesiva é um material menos pratico mas possivel de
utilizar. Um modo de poupar material é dividir os alunos em
grupos e quando um grupo descobre um deltaedro os outros
grupos deixam de procurar esse deltaedro.

Os trés deltaedros mais conhecidos sdo naturalmente o
tetraedro, o octaedro e o icosaedro, ou seja, os trés poliedros
regulares convexos de faces triangulares (ver a nota anterior
sobre poliedros regulares (EM97)). A tal investigacio ini-
cial pode incluir a descoberta de alguns destes poliedros ou
ndo, conforme seja feita antes ou depois do conhecimento
dos poliedros regulares. Um modo de propor essa investiga-
¢3o a alunos que nunca construiram os poliedros regulares
— alunos do 1° ciclo, por exemplo — pode ser espalhar so-
bre uma mesa quatro poliedros, por exemplo um tetraedro,
um cubo, um cuboctaedro e um tetraedro truncado (fig. 1),
e uma grande quantidade de tridngulos equildteros iguais aos
que foram usados na sua construgio.

Mostra-se aos alunos que destes poliedros, o tetraedro é o
tinico formado apenas por tridngulos equilteros. Pede-se-lhes
simplesmente que descubram outros poliedros feitos apenas
com tridngulos equiléteros, tantos quantos forem capazes.

fetraedro fruncado

Cuboctraedro

Os deltaedros sdo em niimero infinito, pois podemos
imaginar por exemplo um octaedro e depois colar numa
das suas faces um tetraedro, e depois na face deste tetrae-
dro outro tetraedro, e assim sucessivamente..., obtendo as-
sim tantos deltaedros quantos quisermos! Mas os matema-
ticos Freudenthal e Van der Waerden demonstraram® em
1947 que deltaedros convexos apenas existem oito. Na figura
2 apresentamos os oito deltaedros convexos (acrescentdmos
as arestas escondidas a tracejado nos trés que tém pouca si-
metria, para facilitar a sua visualizacio).

Se surgir — ou o professor provocar — a necessidade de
discutir o que sio poliedros convexos, a melhor maneira,
julgo eu, de indicar essa propriedade é afirmar que podemos
assentar um poliedro convexo, sobre uma mesa, em cada
uma das suas faces. Numa investigagio tudo pode aconte-
cer, e pode ser que um aluno descubra o barco (fig. 3), um
octaedro que tem tanto direito de ser chamado um deltae-
dro como o seu irm#o regular, apenas ndo é convexo... Nos
primeiros anos talvez seja melhor nfio separar convexos e
cdncavos (e eu diria que os que vio aparecer serfio em geral
0s convexos), mas no terceiro ciclo a distingio entre conve-
x0s € ndo convexos deve ser explorada, parece-me.

No caso dos convexos existem apenas, como dissemos,
os 8 da fig. 2.* Intuitivamente, podemos chegar & conclusio
de que nfo podem existir mais do que 9, da seguinte forma:

Em primeiro lugar, ndo podem existir mais do que 17 deltaedros
convexos

e com efeito, sabemos que o deltaedro com o menor ni-
mero de faces € o tetraedro, pois nfo podem existir vér-
tices onde concorram menos do que 3 tridngulos equi-
l4teros e conseguimos construir o tetraedro regular, que
tem 4 vértices desse tipo e 4 faces;

e por outro lado, nfio podem existir nos deltaedros con-
vexos mais do que 5 tridngulos equildteros concorrentes
em cada vértice e “portanto” — mas é neste ponto que é
exigida uma demonstragio — intui-se que para se man-
ter convexo o maximo nimero de faces se obtém no ico-
saedro, com 12 vértices deste tipo e 20 faces;

e assim, sendo o nimero minimo de faces 4 e 0 mdximo
20, poderiam em teoria existir 17, com o ntimero de fa-

ces igual a 4,5,6, ... 20.
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Bipiramide friangular

Octaedro Bipirdmide pentagonal

Disfendide achatado Prima friangular triaumentado Bipiramide quadrada giroalongada Icosaedro
Figura 2
Deltaedros convexos Faces Arestas Vértices
B; tetraedro 4 6 4
Dy —_——— 6 9 5
Dy octaedro 8 12 6
Dy, ——— 10 15 7
D, ———— 12 18 8
Dy, ———— 14 21 9
Dy —— i 16 24 10
Dy, icosaedro 20 30 12
Figura 3 Tabela 1

Em segundo lugar, os deltaedros convexos t¢m um niimero de
faces sempre par. A demonstragio deste facto é bem simples:
se for F'6 ntimero de faces e A o ndmero de arestas, como as
faces sdo tridngulos, A = 3F/2 pois cada aresta tem duas fa-
ces adjacentes; logo o niimero de faces tem que ser par (pois
F/2 tem que ser inteiro). Assim, dos 17 ficamos reduzidos
teoricamente a 9 possibilidades, com 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16,
18 e 20 lados.

O facto de ndo existir o deltaedro com 18 faces, e por-
tanto de existirem apenas 8 realmente, estd demonstrado
nas referéncias bibliograficas j4 indicadas.

Julgamos que depois de encontrados os 8 deltaedros con-
vexos, feitos com polydrons, é interessante contar as suas fa-
ces, arestas e vértices e elaborar uma tabela. Nessa tabela
podem constar os nomes, mas realmente os nomes ndo s3o
nada importantes e até alguns deles sio muito estranhos. E
uma escolha do professor, conforine a maturidade dos alunos
¢ a sua experiéncia anterior com poliedros. Uma hipétese é
deixar apenas os nomes dos regulares, e designar todos por
Dy, sendo i 0 ndmero de faces (ver tabela 1). -
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Figura 4

Naturalmente, depois de descobertos e construidos os
deltaedros convexos, hd que encontrar as suas planificacdes.
Julgo que uma actividade com grande valor educativo con-
siste em pedir aos alunos que desenhem — sem desfazer as
construgdes — as planifica¢des a partir das construgdes em
polydron, e depois desfazé-las cuidadosamente e verificar se
se acertou, emendando as que porventura estejam erradas
ou pedir a cada grupo de alunos para desenhar uma plani-
ficacfio e depois construir um sélido em cartolina (aqueles
que ficariam em exposi¢io). Apresentamos na figura 4 pla-
nificagdes dos 8 deltaedros convexos (estas planificaces
nfo sdo tnicas!).

Deltaedros ndo convexos

Como j4 salientdmos, existem infinitos deltaedros, se in-
cluirmos os nfio convexos. Apresentamos um exemplo reti-
rado do espléndido livro Mathematical Models, que devia es-
tar & cabeceira de todo o professor de Matematica. ..

Se num cuboctaedro (veja a fig. 1) colarmos, nas suas
faces quadradas, piramides de base quadrada e faces laterais
tridingulos equildteros, obtemos um octaedro! Mas se em vez
de colocarmos as piramides voltadas para fora as voltarmos
para dentro do cuboctaedro, retirando todas as faces quadra-
das e as bases das pirdmides, obtemos um poliedro nio con-
vexo em que as faces sdo todas tridngulos equildteros iguais
— isto €, um deltaedro nfo convexo com 32 faces... A fi-
gura 5 tenta mostrar esse poliedro’. Cundy, no mesmo livro,

sugere um modo rdpido de o construir em cartolina. O dese-
nho da planificagiio é obtido a partir da planificacio de um
octaedro, dividindo cada face em 4 tridngulos equildteros
pelos trés segmentos que unem os pontos médios dos lados.
Obtemos assim a figura 6.

Para construirmos o deltaedro de 32 faces a partir des-
ta planificagdio, os “vincos” a fazer nos segmentos (lados dos
tridngulos) por onde vamos dobrar a cartolina sio de dois
tipos — uns correspondem a “vales”, outros a “montanhas”
— como é costume. Os lados dos tridngulos azuis sio monta-
nhas, todos os outros lados cotrespondem a vales. Na prati-
ca, os lados dos tridngulos azuis sio vincados numa das faces
da cartolina, todos os outros na outra. As juncdes poderdo
depois ser feitas com fita adesiva transparente.

Notas

1. De resto, foi isto que Pedro Macias Marques fez na tltima nota,
relativamente aos poliedros regulares.

2. Quando os alunos comegam a trabalhar com polydrons, é bom
dizer que vamos adoptar a seguinte “regra do jogo”: cada
polydron ird ser uma face do poliedro, portanto nio d4 para
juntar dois ou mais polydrons e fazer uma face maior. Isto ¢ — e
parece-me que seria bom o professor dar exemplos como o se-
guinte —, nfo é vilido juntar quatro polydrons tridngulos equi-
ldteros e fazer uma face triangular maior, por exemplo. Julgo
que a explicagfio mais clara (& mais produtiva para quem como
os alunos estd lentamente a construir na sua cabeca o concei-
to de poliedro) é dizer que ao juntar poligonos para formar o
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Figura §

poliedro, todos os lados dos poligonos vio ser arestas do polie-
dro, haverd sempre um angulo (mais tarde falario em diedro,
talvez) diferente de 0 quando dois poligonos tém um lado co-
mum.

Referido no livio Mathematical Models, pag. 142, 32 edigdo (ver
bibliografia e links).

Nao daremos aqui a demonstragio completa de que existem
apenas 8 deltaedros convexos. Apresentaremos apenas uma
breve justificacio de que em teoria apenas poderiam ser 9. Di-
gamos que existem trés partes na demonstracio completa: que
o nimero de faces estd entre 4 ¢ 20 (inclusivé nos dois extre-
mos) — portanto em principio poderiam existir 17 —, que o
nimero de faces é par — portanto em principio poderiam ape-
nas existir 9 —, e finalmente que existem 8 porque o deltaedro
com 18 faces néio pode ser.construido. Ver artigo de Cundy na
Mathematical Gazette (v. bibliografia e links).

A colega Vera Viana, da APROGED, que sabe tudo sobre po-
liedros e que estd a colaborar com 0 GTG, comunicou-me que
o nome deste poliedro € octahemioctaedro. Aqui fica. Quando
penso nestes nomes tdo arrevezados de alguns deltaedros, e na
parandia dos nomes que grassa no nosso ensino de geometria
elementar, imagino logo o aparecimento, em algum livro de
preparagdo para as provas de aferi¢io, de uma questfio como a
da figura 7...

Em qual das alineas seguintes estdo escritos os nomes destes po-
liedros na ordem correcta, da esquerda para a direita:

A) bipiramide quadrada giroalongada, disfenside achatado,
prisma triangular triaumentado, octahemioctaedro.

Figura 6

B) disfendide achatado, bipirdmide quadrada giroalongada,
prisma triangular triaumentado, octahemioctaedro.

C) disfenéide achatado, prisma triangular triaumentado, oc-
tahemioctaedro, bipirdmide quadrada giroalongada.

D) bipiramide quadrada giroalongada, octahemioctaedro, pris-
ma triangular triaaumentado, disfen6ide achatado.

Figura 7
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Edvardo Velosa
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