Conexdes Matematicas
s Poféncias de Base &

Paulo Rfonso

O texto que se segue pretende evidenciar como o tema das
poténcias de base dois pode ser desenvolvido num cend-
rio de conexdes matemiticas. Para tal comega-se por asso-
ciar este assunto ao tema das grandezas e medidas, nomea-
damente ao nivel das medidas de massa, passando, depois,
pela actividade lddica de se adivinhar um determinado nd-
mero secreto. Por fim relacionar-se-4 este conteddo com um
algoritmo ancestral da operagdo multiplicacfo.

i — As pot@ncias de base 2 envolvidas em pesagens

“Ricardo: — Joana, imagina que s6 tinhamos & nossa disposicio
uma massa de um quilograma. Que quantidades inteiras de ba-
tatas poderfamos pesar?

Joana: — Francamente, Ricardo! Que pergunta mais sem jeito;
s6 se poderia pesar um quilo de batatas.

Ricardo: — Tudo bem, mas imagina que te langava o seguinte
desafio: é mais vantajoso encomendar uma nova massa de um
quilograma ou uma massa de dois quilogramas para pesarmos
dois ou mais quilos de batatas, sabendo que o preco das mas-
sas é o mesmo’ .

Joana: — Oh Ricardo, até parece que n#o estds bom da cabe-
ca! Isso suscita em ti alguma ddvida?! Claro que s6 héd vanta-
gem em adquirir a massa-de dois quilogramas, porque jogando
com a anterior j4 podes pesar um, dois ou trés quilos de batatas.
Se, em vez desta, adquirisses outra massa de um quilograma sé

poderias pesar duas quantidades inteiras de batatas: a de um ou
a de dois quilos.

Ricardo: — Certo, concordo contigo. E agora, qual serd a massa
que deveremos encomendar para dar continuidade s pesagens
inteiras de quilos de batatas? Serd outra de dois quilogramas?
Serd uma de trés quilogramas, ou serd uma de quatro? Nota:
cada massa continua a custar o mesmo prego, independente-
mente do seu peso.

Joana: — Deixa-me pensar... Parece-me que a de quatro quilo-
gramas € a massa mais vantajosa, porque ird permitir pesagens
inteiras de quilos de batatas até a quantidade de sete quilos.

Ricardo: — Excelente! Concordo contigo. J4 agora, qual a mas-
sa que aconselhas adquirir-se para dar continuidade a este jogo
de pesagens?

Joana: — Sem diivida que ¢ a de oito quilogramas!

Ricardo: — Exacto, porque juntamente com as outras mas-
sas podemos pesar desde um quilo de batatas até aos quinze
quilos.”

Joana: — E se elabordssemos uma tabela contendo todas as pe-
sagens, & medida que as massas vdo sendo adquiridas?

Ricardo: — Boa ideia! Depois poderemos dar ¢ontinuidade a
este jogo de pesagens sugerindo a préxima massa a, adquirir.
Tendo em conta essa nova mas, até que quantidade inteira de
batatas se poderd pesar?”
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Massas Quantidade inteira de ~ Massas envolvidas na
existentes batatas a pesar (quilos) pesagem :
1 kg 1 kg kg
1kg 1 kg 1 kg
2kg 2 kg 2 kg
3 kg 1kg+2kg
Tabela 1.

@

Quantidade inteira de
batatas a pesar (quilos) Massas envolvidas na pesagem

1 kg 1 kg

2 kg 2 kg ‘

3 kg 1 kg + 2 kg

4 kg 4 kg

5kg lkg+4kg

6 kg 2kg +4 kg

7 kg lkg+2kg+4ke

8 kg 8 kg

9 kg 1 kg + 8 kg

10 kg 2 kg + 8 kg

11 kg 1 kg +2 ke +8kg

12 kg 4kg + 8kg

13 kg kg +4ke+8kg

14 kg 2kg+4kg+8kg

15 kg lkg+2kg+4keg+8kg
16 kg 16 kg

17 kg 1 kg + 16 kg

18 kg 2kg + 16 kg

19 kg lkg+2keg+16kg

20 kg 4kg+ 16 kg

21 kg lkg+4kg+16kg

22 kg 2kg +4kg+16kg

23 kg lkg+2kg+4keg+16kg
24 kg 8 kg + 16 kg

25 kg 1kg+8kg+ 16 kg

26 kg 2kg +8kg+ 16 kg

27 kg lkg+2kg+8kg+16kg
28 kg 4kg+8kg + 16 kg

29 kg lkg+4kg+8kg+ 16kg
30 kg 2kg+4kg+8kg+ 16kg
31 kg lkg+2kg+4kg+8kg+16kg

Tabela 2. Massas existenfes: 1kg. 2ka. 4ko. 8kg, 16ko.

Passivel exploracdo em sala de aula

Face ao didlogo anterior seria interessante que os alunos co-
megassem por recontar este mesmo didlogo com a inten-
¢Ao de evidenciarem compreensio acerca das pesagens e das
respectivas grandezas envolvidas. Fazendo-o, de facto, com
compreensdo estar-se-d a preparar o terreno para que a tabe-

la requerida possa ser facilmente construida. Eis um possivel
exemplo representado na Tabela 1.

Se os alunos ja tiverem identificado que cada nova mas-
sa representa o dobro da massa adquirida imediatamente an-
tes, € expectdvel que a seguir sugiram a aquisicio da massa
de dezasseis quilogramas, permitindo a realizagio das pesa-
gens apresentadas na Tabela 2.

Caso as massas adquiridas ainda n&o tenham sido asso-
ciadas ao tema das poténcias de base dois, poder4 agora fa-
zer-se essa conexdo, evidenciando-se que qualquer niimero
inteiro, neste caso até ao trinta e um, inclusive, pode ser ob-
tido por uma ou pela soma de wdrias poténcias de base dois, que
mais ndo sdo do que os valores das massas encomendadas.

Tirando-se partido da conclusdo anterior, serd interes-
sante confrontar os alunos com o muito conhecido jogo dos
cinco cartdes numéricos (figura 1).

O objectivo da utilizagio destes cartdes é desafiar os alu-
nos a pensarem num numero inteiro até ao trinta e um, in-
clusive, e revelar apenas a letra ou letras do cartdo ou cartdes
onde esse ndmero secreto se encontra. O professor apenas

terd que saber que cada cartdo estd associado a uma potén-

cia de base dois (1, 2, 4, 8 ou 16). Para mais facilmente adi-
vinhar o nimero pensado pelo aluno, sugere-se que a escrita
destes cinco nimeros ocorra sempre na mesma posi¢do em
cada cartdo. A titulo de exemplo, se um determinado aluno
disser que o seu nimero secreto se encontra apenas nos car-
tdes A, D e E, facilmente se descobre que se trata do ndme-
ro vinte e cinco. De facto, o vinte e cinco pode ser obtido
através da soma destas trés poténcias de base dois, como se
havia verificado no jogo das pesagens: 25 = 1 + 8 + 16, isto
é:25 = 2%+ 2% + 2% Ora, estes valores sdo, respectivamente,
o0s que identificam os cartdes A, D e E.

Apbs a exploragio de vérios exemplos serd interessante
reflectir-se acerca da conexo existente entre este jogo de
cartdes e o jogo das pesagens. De facto, no cartfio da primei-
ra poténcia de base dois, os nimeros af registados sdo todos
aqueles que no jogo das pesagens necessitavam da utilizacio
da massa de um quilograma. O mesmo se passa em relaciio
aos restantes cartdes, isto é, em relaciio as préximas quatro
poténcias de base dois.

Reforgando a atengiio nos niimeros envolvidos em cada
cartdo, seria interessante que os alunos pudessem estabele-
cer novas conexdes matemdticas. Assim, ao nivel do cartio
A —de valor 1, isto é: 2°, os dezasseis nlimeros af existentes
sd0 os primeiros dezasseis niimeros fmpares. Colocando-os
numa determinada disposi¢io, verifica-se o seguinte padrio
referenciado:

1 13 17 21 25 29

VA

3 11 15 19 23 27 31

No que respeita ao cartdo B — de valor 2, isto é: 21, os de-
zasseis ndmeros af existentes s3o os seguintes: 2, 3, 6, 7, 10,
11, 14, 15, 18, 19, 22, 23, 26, 27, 30, 31. Relativamente &

sequéncia numérica do cartdo anterior, os niimeros existen-
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Figura 1.

tes nas posigdes pares mantém-se. Apenas se alteram os ni- 8 10 12 14 24 26 28 30

meros existentes nas posi¢des impares desta nova sequéncia. / / / / / /

Colocando-os numa disposicio semelhante 4 do cartfio A,

verifica-se, realmente, que a linha inferior se mantém. J4 os 9 11 13 15 25 27 29 31

ntimeros da linha superior aumentam todos um valor rela-
tivamente aos respectivos nimeros dessa mesma linha do
cartdo A. Por isso, os valores desta linha passaram todos a
ser pares, mantendo-se a outra linha com os respectivos su-
cessores, isto é, formada por niimeros fmpares. Além disto,
analisando os niimeros de cada linha, encontra-se uma nova
regularidade, que ¢ o facto desses niimeros irem aumentan-
do de quatro em quatro:

2 6 10 14 18 22 26 30

PLLLLLT

3 7 11 15 19 23 27 31

Ja ao nivel do cartiio C — de valor 4, isto é: 2%, os dezasseis
nimeros af existentes sdo os seguintes: 4, 5, 6, 7, 12, 13, 14,
15, 20, 21, 22, 23, 28, 29, 30, 31. Relativamente a sequén-
cia numérica do cartfio B, mantém-se sempre os tltimos dois
ndmeros de cada conjunto de quatro. Colocando-os numa
disposiciio semelhante as dos cartdes A e B, verifica-se uma
nova regularidade, pois aparecem quatro conjuntos forma-
dos por quatro nimeros consecutivos. Além deste aspec-
to, o nimero que inicia um novo conjunto é sempre maior,
em oito unidades, do que o nimero que inicia o conjunto
anterior:

LR

Uma vez mais, a linha superior é formada exclusivamente
por niimeros pares e a inferior por nimeros fmpares.

No que concerne ao cartdio D — de valor 8, isto é: 23, os
dezasseis niimeros af existentes sdo os seguintes: 8, 9, 10, 11,
12,13, 14, 15, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31. Relativamen-
te a sequéncia numérica do cartdo C, mantém-se sempre os
Gltimos quatro nimeros de cada conjunto de oito. Colocan-
do-os numa disposiciio semelhante as dos cartdes'A, B e C,
verifica-se uma nova regularidade, pois aparecem dois con-
juntos formados por oito ndmeros consecutivos. Uma vez
mais, a linha superior é formada exclusivamente por nime-
ros pares e a inferior por niimeros fmpares:

Por dltimo, ao nivel do cartio E — de valor 16, isto é: 24, os
dezasseis nimeros af existentes sio os seguintes: 16, 17, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31. Relativa-
mente a sequéncia numérica do cartdo D, mantém-se ape-
nas os dltimos oito nimeros. Colocando-os numa disposico
semelhante as dos cartdes anteriores, verifica-se uma nova
regularidade, pois aparece um tnico conjunto formado por
dezasseis ndmeros consecutivos. Novamente a linha supe-
rior é formada exclusivamente por nimeros pares e a infe-
rior por nimeros impares:

16 18 20 22 24 26 28 30

AN/

17 19 21 23 25 27 29 31

B — fs pof@ncias de base 2 envolvidas no algoritmo da
mulfiplicacdo eqipcia:

“Ricardo: — Joana, de facto, isto das poténcias de base dois é
mesmo fascinante! Nunca pensei que este tema se relacionasse
com o simples gesto de pesar batatas!

Joana: — Pois é, e faz-me lembrar, também, o algoritmo da mul-
tiplicagio egipcia!

Ricardo: — Como assim?!

Joana: — Repara... sabemos que o produto de sete por quatro
é vinte e oito, ndo é? E o que € esse vinte e oito? N&o é mais do
que o dobro do dobro de sete.

Ricardo: — E ¢ isso dos dobros sucessivos que nos remete para
as poténcias de base dois, ndo é?

Joana: — Claro. Repara na seguinte multiplicacio: 15 x 12.
Ora decompondo 0 12 em 4 + 8, fica: 15 x (4 + 8). Tendo em
conta a propriedade distributiva da multiplicagio em relacio &
adigdio, fica: 15 x 4 + 15 x 8. Fazendo agora por partes, 15 x 4
ndo é mais do que o dobro do dobro de 15, que é igual a 60. Por
sua vez, 15 x 8 nfio é mais do que o dobro do dobro do dobro de
15, que é igual a 120. Adicionando os dois valores d4 180.

Ricardo: — E no caso de ser 15 x 13?7

Joana: — Vou responder a esta tua questio, recorrendo exclusi-
vamente as poténcias da base dois.
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Ricardo: — Ok, explica l4 como funciona esse tal algoritmo da
multiplicaciio egfpcia!”

Possivel exploracdo em sala de avla

O didlogo anterior pode remeter os alunos para uma resolu-

¢dodo tipo: 15 x 13 =15 % (4 + 8 + 1), isto &,
15x4+15x8+15x 1.

Logo estar-se-ia a entrar no tema pretendido, pois a expres-
sdo anterior é equivalente a esta outra:

15 x 22+ 15 x 23+ 15 x 2°,

o que daria como resultado o valor 195. Para se introduzir
o algoritmo da multiplicaciio egipcia, basta ter-se em consi-
deracfio que hd que se decompor o factor 13 na soma dessas
trés poténcias de base dois: 13 = 2° + 22 + 22,

Construindo o algoritmo, e tendo em conta que a anti-
ga civilizagdo egipcia nfio conhecia o conceito de poténcia,
mas sim a ideia de que multiplicar um nimero por outro im-

plicava o conceito do “dobro do dobro... de...”, 0 mesmo
apresentava a seguinte formalizac¢io:
15 x 13
15 1
30 2
60 4
120 8

Por baixo do factor 13, jogando-se com o conceito do “dobro
do dobro... de...” consegue-se obter esse mesmo valor pela
adigfio de alguns dos elementos dessa coluna (1 + 4 + 8),
pelo que o algoritmo termina aqui. Logo, para se saber o
resultado desta multiplicagio s6 é necessdrio adicionar os
respectivos nimeros da coluna da esquerda associados a es-
ses trés valores (15 + 60 + 120), que sdo os resultados de
15 x 1+ 15 x 4 + 15 x 8, originando o valor esperado 195,
isto é, o resultado de 15 x 13.

De facto, analisando-se agora os valores existentes por
baixo do factor da direita, estamos perante a sequéncia das
poténcias de base dois.

Vejamos este algoritmo aplicado a uma nova situaciio:

27 x23:

27 x 23
27 1
54 2
108 4
216 8
432 16

Neste caso o valor 23 obtém-se pela adicio dos valores 1,
2, 4 e 16. De facto, multiplicar 27 por 23 implica multipli-
car 27 por (1 + 2 + 4 + 16). Logo, para se saber o resultado
desta multiplicacfio s6 é necessdrio adicionar-se os respec-
tivos niimeros associados a estes quatro valores, que foram
multiplicados pelo 27: (27 + 54 + 108 + 432), originando
o valor 621.

Trata-se, pois, de um algoritmo conectado com o tema
das poténcias de base dois, pois os valores a colocar por bai-

xo do primeiro factor nfo sfio mais do que o produto de cada
poténcia de base dois pelo outro factor.

Conclusdo

Este texto mais ndo pretende ser do que um simples exem-
plo de como a Matemitica pode ser desenvolvida pelos alu-
nos num contexto desafiante de ludicidade e de interligacio
de conceitos, sejam estes de natureza numérica ou geométri-
ca. Numa abordagem deste tipo, os alunos nio ficario com
a ideia de que a Matemdtica é uma ciéncia estdtica, forma-
da por conceitos espartilhados, sem ligacio ao real ou sem
conexdao entre si.

A partir deste exemplo outros poderiam seguir-se-lhe,
como seja a exploracio do tridngulo de Pascal, pois a soma
dos valores numéricos de cada linha do tridngulo coincide
com uma das poténcias de base dois. Além disto, poder-se-
iam explorar os multiplos conceitos matemdticos que esse
tridingulo proporciona, sejam eles os nimeros figurados, ni-
meros naturais, etc.

Creio, pois, que um ensino-aprendizagem da Matem4-
tica alicercado em miltiplas conexdes matemdticas poderd
aumentar o gosto dos alunos para esta disciplina. Um forte
contributo para que isso ocorra mais sistematicamente pode
advir do facto de se proporcionarem aos alunos ambientes
de aprendizagem lidicos, com actividades desafiantes e exe-
quiveis tendo em conta os seus conhecimentos, e onde a re-
solugfio de problemas e as tarefas de investigacio marquem,
necessariamente, presenca.
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