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brafos e Jogos: que relacaes?

Rui Feiteira
Martlia Pires

Basico de 200 B
e .
IS |000S N0 0 Naciona
: g D B e ¢ B epre e
e d
JA
A O
B, 200
d e e O
o R o A = o A
)




20

Figura 1. As sefe pontes de Hinigsbera.

capacidades de reflexfio e estratégia. Uma vantagem da uti-
lizacdo de grafos prende-se com o facto de ndo ser necessario
que os alunos tenham um conhecimento sélido e sistemati-
co sobre grafos. Através de jogos que assentem em grafos os
alunos podem simultaneamente apropriar-se, de modo in-
formal, de alguns dos conceitos bésicos de grafos e confron-
tar-se com um campo diferente e bastante actual da Mate-
matica. Os préprios algoritmos utilizados na teoria de grafos,
como por exemplo a determina¢fio do caminho mais curto,
a resolugdo do problema do carteiro chinés ou do proble-
ma do caixeiro-viajante assim como a obtenciio de drvores
de suporte minimas podem, numa abordagem informal, ser
encarados como um jogo com regras estipuladas. Segundo
Hart (1992) a inclus@o do estudo de grafos na Matemitica
escolar, propicia a utilizagdo de uma Matemadtica pedagogi-
camente forte, que fornece hdbitos matemdticos para o de-
senvolvimento do trabalho dentro da sala de aula. A mo-
delaggio de situagdes da vida real, sem que haja necessidade
de proceder a simplificacdes que fazem com que a realidade
se perca, dd origem a problemas que se podem resolver com
o auxilio de algoritmos muito intuitivos e faceis de utilizar
(pelo menos a um nivel elementar). Segundo este autor, o
mais importante é mostrar aos alunos uma Matemdtica ac-
tiva e viva. O estudo de tépicos de teoria de grafos poderd
assim contribuir para que os alunos vejam de modo imedia-
to a Matemdtica como uma disciplina til, moderna e com
muitas aplicagBes na sociedade. Esta drea permite ainda es-
quematizar e representar graficamente muitas situagdes dis-
tintas, contribuindo para mostrar a Matematica como uma
ferramenta, extremamente ttil no apoio a tomadas de deci-
sdo por parte das empresas, ou seja, a andlise das situacdes
que os grafos modelam pode ajudar a estimular e a desenvol-
ver a criatividade nos alunos (Feiteira, 2007).

Rlgumas nocdes basicas

Em 1736, quando Euler resolveu a conhecida questio das
pontes de Kénigsberg (figura 1), certamente nfio imagina-
va que estivesse a fundar um novo campo da matemdtica
que viria a ser tdo prepondetante no estudo, funcionamento
e desenvolvimento da sociedade. Das intimeras 4reas onde
podemos encontrar a teoria de grafos destacamos as redes de

Figura 2.

transporte e comunicagdes e as relages internacionais. J4
todos viram certamente um esquema da rede do metro de
Lisboa ou Porto. Esquemas semelhantes encontram-se afi-
xados nas paredes de todas as estagdes de metro do mun-
do e destinam-se a facilitar as deslocagses dos passageiros,
que assim podem planear as suas deslocacdes antes de en-
trar no comboio. Na realidade, estes esquemas nio passam
de grafos, em que as estagdes sdo os vértices e as linhas en-
tre estagdes consecutivas as arestas. Com este exemplo, va-
rios conceitos bdsicos de grafos, tais como vértice, aresta,
caminho, circuito, conexidade, grau dos vértices ou drvore
de suporte podem ser apresentados aos alunos de uma ma-
neira informal.

Para melhor facilitar a leitura, nesta seccfio, iremos apre-
sentar formalmente algumas das no¢des bésicas que sio ne-
cessdrias para melhor perceber os jogos que propomos. E
claro que, como muito bem diz o programa de Matematica
Aplicada as Ciéncias Sociais (MACS), esta fora de questdo
que esta abordagem formal seja apresentada aos alunos.

Um grafo € um par ordenado G = (V,A) de conjuntos fi-
nitos, onde V € o conjunto de vértices e A é uma colecciio de
subconjuntos de dois elementos de V, a que se chama con-
junto de arestas. Dois vértices dizem-se adjacentes se existe
uma aresta que os ligue, ou seja se em A existe o conjunto
cujos elementos sdo exactamente esses dois vértices. Uma
aresta diz-se incidente aos dois vértices que une. Para ilus-
trar o que se disse atrds considere-se

V={ABCDEFe

A ={{AB}{B C}{E CL{E D} {DA}
{D B} {E F}{D, C} {F C}}.

A figura 2 pode ser uma representacio grafica para G = (VA).

Um grafo diz-se conexo se existir sempre um caminho
entre quaisquer dois vértices pertencentes ao grafo. O grau
de um vértice v é igual ao nimero de arestas incidentes a
esse mesmo vértice e denota-se por gr(v). Por exemplo, no
grafo da figura 2, gr(B) = gr(C) = gr(E) = gr(F) = 3, gr(A) =2
e gr(D) = 4. Um caminho nfo é mais do que uma sequéncia
de vértices adjacentes onde o vértice inicial pode ser dife-
rente do vértice final. Caso o vértice inicial coincida com o
final entdo temos um circuito. A sequéncia ABCEF é um ca-
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Figura 3.

minho enquanto a sequéncia ABDA representa um circuito.
Uma drvore é um grafo conexo sem circuitos.

Por exemplo, o grafo da figura 3 nfo é uma 4rvore, vis-
to conter um circuito. Facilmente se observa que se come-
¢armos no vértice B e passarmos sucessivamente por E, D, C
podemos voltar a B novamente. J4 o grafo da figura 4 é uma
arvore.

Gostarfamos de insistir na ideia que estes conceitos po-
dem ser apresentados e desenvolvidos a partir de qualquer
um dos jogos que apresentamos-a seguir.

Jogo 1

O jogo que propomos de seguida pode apresentar-se de duas
formas diferentes.

Na figura 5, em que os vértices j4 estdo coloridos, os alu-
nos devem unir os vértices de tal forma que vértices adjacen-
tes deverdo ter cores diferentes, ou dito de outra forma, dois
vértices estdo ligados se e s6 se tiverem cores diferentes.

1.%versdo: Nesta versio do jogo perde o primeiro joga-
dor que nfio conseguir desenhar uma aresta (pode haver cru-
zamento de arestas, mas ndo arestas paralelas!). O professor
deverd encorajar os seus alunos a encontrar uma estratégia
que lhes permita vencer sempre. Se os alunos repetirem al-
gumas vezes o jogo nas mesmas condig3es, a estratégia ga-
nhadora ndo serd dificil de encontrar. Como o primeiro
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conjunto tem 3 elementos e o segundo tem 4, isso quer dizer
que de cada vértice do primeiro conjunto saem, no maximo,
4 arestas, uma para cada vértice do segundo conjunto. En-
t30 o grafo terd no maximo 3 x 4 = |2 arestas (ndmero par),
ganha o aluno que ndo iniciar o jogo. De facto, o segundo
jogador ird colocar as arestas ndmero 2, 4, 6, ..., 12, e por-
tanto o jogador que iniciou o jogo perdera sempre que o nd-
mero de arestas for par.

De notar que se o ndmero mdximo de arestas for fm-
par, o que s6 acontece quando ambos os conjuntos tiverem
um nimero fmpar de elementos, entdo quem ganha é quem
comeca.

Objectivos deste jogo: Tomar contacto com os grafos bi-
partidos® e bipartidos completos; Chegar a férmula que per-
mite determinar o nimero de arestas de um grafo bipartido
completo; Estabelecer a estratégia ganhadora.

2.% versdo: Nesta versio ndo é permitido o cruzamen-
to de arestas. Comegamos com 2 vértices brancos e 3 cas-
tanhos, e depois passamos para 3 brancos e 3 castanhos. No
primeiro caso, apesar da restri¢io de ndo poder haver cruza-
mentos de arestas, a estratégia ganhadora é a mesma do que
na primeira versio. No segundo, caso o jogador que efec-
tuar as jogadas {mpares nfo ird conseguir ligar os dltimos
dois vértices. De facto, as oito primeiras ligacSes sdo triviais
e, suponhamos sem perda de generalidade, que o jogo estd
disposto como mostra a figura 6. Suponhamos entfo que os
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Figura 7. Adaptado de Benarroch, Mois@s Coriat et al. [1989].

vértices castanhos sdo representados por C, Cl e C2, en-
quanto que os brancos sfo representados por B, Bl e B2.

Se olharmos com ateng¢iio notamos que ainda falta colo-
car o vértice B2. Este vértice s6 pode ser colocado na regifo
I, 2, ou 3. Se colocarmos B2 na regifio | ndo conseguimos
ligd-lo a C2. Se colocarmos B2 na regifio 2 nfo conseguimos
liga-lo a C. Finalmente se colocarmos B2 na regido 3 ndo
conseguimos ligé-lo a Cl. e, portanto, ndo é possivel fazer as
nove ligacdes sem cruzamentos de arestas.

Objectivos do jogo: Fazer uma primeira aproximagio aos
grafos com e sem representagio planar.

Jogo 2

Este jogo pode servir para dar a conhecer aos alunos o teo-
rema das quatro cores. A propdsito pode-se contar um pou-
co a histéria deste teorema. O facto de ter sido o primeiro
teorema importante a ser demonstrado com recurso a meios
computacionais, desperta sempre muito interesse por parte
dos alunos.

Neste jogo intervém apenas 2 jogadores, A e B, que dis-
podem de 4 cores diferentes e de uma folha em branco. O
jogador A desenha uma regifio e o jogador B além de pin-
tar aquela regido desenha outra regidio adjacente & que pin-
tou. De seguida, o jogador A pinta esta regifio com outra cor
e desenha outra regifio adjacente. O jogo continua sempre
desta forma. Perde o primeiro jogador que nfo conseguir co-
lorir adequadamente a regifio proposta, por ndo ter mais ne-
nhuma cor disponivel. As regras do jogo sdo simples:

e se duas regides tém apenas um ponto de contacto este
ndo deve ser considerado como fronteira;

e regides adjacentes devem ter cores diferentes;

® nio é permitido desenhar uma regifio de tal forma que
contenha totalmente uma outra regifo;

® ndo é permitido desenhar regides que tenham apenas
um ponto de contacto.

[ 7

Figura 8.

A figura 7 ilustra uma jogada considerada ilegal. A figura 8
ilustra uma sequéncia possivel de jogadas.

Cada jogada dever4 ser registada para facilitar a discus-
sdo posterior de cada um dos jogos. Depois de finalizar cada
jogo os intervenientes deverfio analisar o seu jogo e tentar
perceber a raziio pela qual o jogo terminou, mostrando qual
o movimento que deveria ser feito para que o jogo nio ter-
minasse. No final de uma sequéncia de 3 ou 4 jogos os alu-
nos ja podem redigir um pequeno relatério onde, para além
de descreverem o jogo, apresentem as suas conclusdes para
cada um dos jogos.

A titulo de curiosidade poderia colocar-se a seguinte
questdo: qual é o nimero minimo de cores que se necessita
para pintar um mapa plano? Depois de pintados alguns ma-
pas, os alunos, devidamente orientados pelo professor, po-
deriam concluir que 4 cores chegam para pintar qualquer
mapa plano. Esta conjectura poderia ser o ponto de partida
para um trabalho de pesquisa histérica sobre o teorema das
quatro cores. A este propdsito pode-se dar como exemplo o
teorema das 5 cores que foi formulado numa das tentativas
frustradas de demonstracio do teorema das 4 cores.

Objectivo do jogo: conjecturar que 4 cores s3o suficientes
para colorir um mapa

Jogo 3

O cifrar e decifrar mensagens teve sempre um papel funda-
mental em qualquer conflito. J4 os antigos romanos usavam
a cifra de César para enviar mensagens para a frente de ba-
talha. Os cédigos de Huffman permitem muito facilmen-
te cifrar e decifrar mensagens secretas. Este tipo de codi-
gos trabalha,apenas com os nimeros | e 0, onde | significa
“ir para a direita” e O significa “ir para a esquerda”. Tendo
transmitido esta informagiio, o professor comega por dividir
a turma em grupos de trés ou quatro alunos, e apresenta a
arvore representada na figura 9 onde existe uma mensagem

codificada.
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Figura 9.

O professor comega por explicar como decifrar a primei-
ra palavra e os alunos ficariam responsdveis por decifrar o
resto da mensagem. Como decifrar a primeira palavra? Co-
mecemos por considerar os trés primeiros digitos da sequén-
cia que aparece no final da figura 9: 100. Um, zero, zero sig-
nifica que comegando no vértice inicial primeiro optamos
pelo ramo da direita e, nos dois vértices seguintes optamos
pelo vértice da esquerda, encontrando a letra I. Para desco-
brir as outras letras procede-se forma ansloga considerando
instrugdes com 3, 4 ou 5 digitos. Uma vez descoberta a fra-
se, o professor pode propor aos alunos que cada grupo codi-
fique uma mensagem curta, usando a mesma arvore ou outra
drvore qualquer. Claro que, para evitar mensagens menos
préprias ou erros de codificagfio, o professor tem que activa-
mente verificar o trabalho de cada grupo. Depois das men-
sagens codificadas e verificadas pelo professor, os grupos tro-
cariam as mensagens entre si e cada grupo iria descodificar
uma mensagem codificada por um outro qualquer grupo.

Objectivo do jogo: Trabalhar com drvores bindrias; Reco-
nhecer a utilidade das drvores bindrias como esquemas de
decisgo.

Jogo 4

Desenhar cada uma das figuras seguintes sem levantar o 14-
pis e sem passar por cima de segmentos ja desenhados (fi-
gura 10).

Ap6s algumas tentativas os alunos irfio conseguir dese-
nhar a figura C comegando e terminando no mesmo vértice.
Analisando a construgio de cada uma das figuras os alunos
poderio inferir que sempre que existir uma figura, em que
todos os pontos possuem um nimero de ligagdes par, entdio
consegue-se desenhar essa figura sem levantar o ldpis (co-
megando e terminando no mesmo vértice). Com ajuda do
professor, e.aproveitando a anlise anterior, os alunos deve-
rdo inferir ainda que, caso um grafo tenha apenas 2 pontos
que possuem um nimero impar de ligagSes, entdo é também

1001111110001001001101000011001011110 ®

Figura 10.

¢ possivel desenhar essa figura sem levantar o ldpis, contu-
do o ponto onde se comeca a desenhar a figura ¢ diferente
do ponto onde se acaba de desenhar, figuras A e B. Caso o
niimero de pontos com grau fmpar, figura D, seja superior a
2 entdo ndo conseguiremos desenhar a figura nas condi¢des
impostas.

Na descrigio deste jogo optdmos por manter uma lin-
guagem bastante informal sem incluirmos os termos de gra-
fos, vértice, grau de um vértice e arestas. Contudo, defende-
mos que, caso se opte por trabalhar estes tépicos ao longo da
escolaridade bésica, poder-se-ia paulatinamente ir introdu-
zindo estes conceitos.

Depois de trabalhada esta questzo e introduzidos os con-
ceitos referidos, poder-se-ia propor, em jeito de desafio, as
seguintes questdes:

Serd possivel desenhar um grafo tal que os graus dos seus
vértices valem:

a) 4,4,3,2,12
b) 3,2,3,1?

Depois de resolvida esta questdo poderad conduzir-se os alu-
nos para o facto curioso que, num grafo, a soma dos graus
dos vértices é sempre par.

Objectivo: Introduzir informalmente os conceitos de cir-
cuitos e caminhos eulerianos; Conjecturar as condi¢es ne-
cessdrias para existir um circuito de Euler e para existir um
caminho de Euler.

Jogo 5

O jogo, para dois jogadores, inicia-se com um certo nimero
de pontos (vértices) e as jogadas reduzem-se 2 ligacio (ares-
tas) destes pontos e  colocagiio de um novo ponto na nova
aresta, tendo em atenciio que cada vértice terd no mdximo
grau 3 e que as arestas ndo se podem cruzar. O vencedor ¢
aquele jogador que conseguir ligar a dltima aresta.
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Figura 11.

A primeira vista pode parecer que este jogo se prolonga-
r4 indefinidamente. Na verdade, consegue-se provar que, se
0 jogo comegar com n vértices, este terminard no maximo
ao fim de 3n — | jogadas. Segundo Peterson (1997), o pri-
meiro jogador ganhara os jogos onde se comece com 3, 4 ou
5 vértices, enquanto o segundo jogador ganhard o jogo, se
este comegar com |, 2 ou 6 vértices.

Objectivo do jogo: Estabelecer um primeiro contacto com
grafos planares.

Consideracaes finais

Jogos do tipo dos que propusemos podem ser trabalhados en-
tre contetidos programaticos. A teoria de grafos, a um nivel
elementar, pode permitir que os alunos tenham boas expe-
riéncias de aprendizagem, apresentando ainda a vantagem
de poder ser um veiculo de recuperaciio para aqueles alu-
nos que tenham tido insucesso ao longo do seu percurso es-

colar e que por essa razdo se tenham desmotivado. Por ser
uma 4rea rica em aplica¢Bes, que podem ir desde as Ciéncias
Sociais & Matemdtica recreativa, coloca em evidéncia, de
uma forma imediata, o papel e a importancia da Matematica
na nossa sociedade. Apresentdmos apenas cinco jogos que
podem ser modelados através de grafos, mas muitos outros
se podem realizar dentro da sala de aula, como por exemplo,
o problema do caixeiro-viajante ou o problema de construir
um calenddrio de jogos de futebol com o nimero de equi-
pas que desejarmos. Obviamente, sendo a teoria de grafos
rica em problemas ou actividades que se podem desenvol-
ver na sala de aula, existem muitas mais situagdes do que
as aqui sugeridas. O tnico limite é o da nossa imaginagio
(Feiteira, 2007).

Nofas

! Duas arestas dizem-se paralelas se unirem os mesmos vértices.
Informalmente, um grafo designa-se por grafo bipartido se o
conjunto dos vértices puder ser dividido em dois subconjuntos
disjuntos, tais que nfio sfo permitidas arestas entre os vértices
de um mesmo subconjunto, isto é, todas as arestas unem um
vértice de um subconjunto com um vértice do outro subcon-
junto. Um grafo designa-se por bipartido completo se qualquer
vértice de um dos subconjuntos de vértices for adjacente a to-
dos os vértices do outro subconjunto.
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