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Infroducao -

O Teorema de Pitsgoras conta com centenas de demonstra-
cBes diferentes e as dltimas sdo bem recentes (século XX).
Trata-se de um resultado que tem apaixonado os matemati-
cos ao longo dos séculos até aos nossos dias.

Algumas dessas demonstraces sio sem palavras, real-
cando-se o raciocinio visual (“o raciocinio que faz um uso
essencial da informacio visual” — Dreyfus, 1991).

Em cada uma delas, e para quem tem formacdo em Ma-
temadtica, basta olhar. .. e ver que “o quadrado da hipotenusa
é igual & soma dos quadrados dos catetos”.

Apresentaremos algumas dessas demonstragdes sem
palavras, procurando realcar a sua beleza e a importancia
que, desde sempre, o raciocinio visual tem tido na activi-
dade matemdtica — infelizmente muito desvalorizado nos
dias de hoje, nomeadamente na apresentacio dos resultados
matematicos.

Apresentaremos, ainda, uma demonstracio da generali-
zacio do Teorema de Pitdgoras para poligonos semelhantes
e terminaremos com uma breve conclusfio. Nesta referimos,
também, as possiveis implicagdes da visualiza¢do no ensino
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Figura 1. [Retirada de Proofs Without Words. Roger Nelsen, 1993]

e aprendizagem da Matemadtica, nomeadamente a sua im-

portdncia para a transi¢io para um pensamento mais abs-
tracto e dedutivo.

A prova de

Cerca de duzentos anos antes de Cristo foi elaborada a obra
Chou pei suan...ching, onde constava a demonstraciio visual
do Teorema de Pitégorasg(ver figura 1).

Esta é feita através da construcio de um quadrado de
lado (b + @), que se decomp&e em quatro tridngulos rectan-
gulos congruentes, de catetos b e a e hipotenusa ¢, e num
quadrado de lado ¢ (ver o quadrado da direita da figura 1).

A ideia luminosa do autor foi considerar dois quadrados
congruentes (ver figura 1) — logo, com a mesma a drea — o
que evidencia (que se vé&!) que a soma das 4reas dos poligo-

nos em que cada um dos quadrados se decompde também
tem que ser a mesma!

Ao olhar-se para a figura 1, pode ver-se que ambos os
quadrados-se podem decompor em quatro tridngulos com a

Figura 2.

[Retirada de Proofs Without Words, Roger Nelsen, 1993]

mesma drea (b X a)/2 e o quadrado da esquerda contendo
ainda mais dois quadrados, de lados a e b, respectivamen-
te, e o da direita apenas um, de lado ¢. Ora, se os tridngulos
tém as mesmas dreas, entdo a restante drea de cada um dos
quadrados iniciais também tem que ser a mesma; portanto,
a soma das dreas dos dois quadrados inclufdos na decompo-
sigio do quadrado da esquerda ¢ igual & drea do quadrado
incluido na decomposigio do quadrado da direita, ou seja,

a® +b? = ¢ E o que se quer demonstrar, pois a e b sdo os

catetos de um tridngulo rectingulo qualquer e ¢ é a sua hi-

potenusa — e que ¢ facilmente apreendido com um simples
olhar para a figura 1.

i prova de

No século XVI, Leonardo da Vinci elaborou uma demons-

tragdo visual do Teorema de Pitdgoras cuja beleza ndo deve
ser desconsiderada (ver figura 2).

Esta demonstragiio é feita através da construcio e andli-
se de quadrildteros congruentes, e a ideia brithante do autor
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Figura 3.

foi, presumivelmente, unir dois dos vértices dos quadrados
construidos sobre os catetos — construindo um tridngulo
igual ao inicial — sendo suficiente, a partir daf, aplicar os
seus conhecimentos sobre simetrias e rotagdes.

Com base na figura 3, vé-se que o segmento C.J divide
o poligono ACBHJI em dois quadrildteros congruentes e o
mesmo acontece com o segmento G F, relativamente ao po-
ligono ABGFDE, pois GE pertence a um eixo de simetria
deste poligono. Consequentemente, as dreas dos quadriléte-
ros GEDE e ABGE também s3o iguais.

Fazendd uma rotacio de centro B e amplitude —90° do
quadrildtero ABGE obtém-se o quadrildtero HBCJ, o que
implica que os quadrildteros tém todos a mesma 4rea, fican-
do, assim, demonstrado o Teorema de Pitdgoras.

fl prova publicada por |

No século XX, Michael Hardy publicou uma demonstra-
cio visual do Teorema de Pitdgoras cuja simplicidade mos-
tra que, muitas vezes, uma imagem vale mais do que mil pa-
lavras (figura 4).

Figura 4.

[Retirada de Proofs Without Words, Roger Nelsen, 1993]

A partir da figura 4, o autor ¥é o tridngulo rectdngu-
lo inscrito na semi-circunferéncia superior, em que um dos
seus vértices coincide com o vértice do tridngulo rectingulo
dado que estd sobre a circunferéncia, e recorda-se que num
tridngulo rectangulo a altura referente & hipotenusa é meio
proporcional entre os segmentos que determina na hipote-
nusa. Daqui resulta:

c+a ;
= , COMO se pretendla.

b c—a

Rapidamente se chega  igualdade ¢ = a? + b? estando as-
sim demonstrado o Teorema de Pitdgoras.

A prova de

Ha4 apenas uma década, Poo-sung Park, professor numa uni-
versidade da Coreia, conseguiu uma nova demonstracio do
Teorema de Pitdgoras (ver figura 5).

A partir de um tridingulo rectingulo, de catetos a e b
e hipotenua ¢, o autor constréi um quadrado com lado de
comprimento b. Traca as suas diagonais e obtém quatro tri-
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Figura 5.
[Adaptada de Proofs Without Words. Roger Nelsen, 1993]

angulos rectdngulos, em que a hipotenusa de cada um deles
éb.

Os quatro trifingulos assim obtidos sio dispostos de
modo a obter-se um quadrado de lado a; além disso, unindo
os vértices dos quatro dngulos rectos dos tridngulos obtém-
se um novo quadrado — de lado ¢ — e quatro tridngulos ex-
teriores a este (em que cada um deles é congruente com cada
um dos quatro tridngulos interiores ao quadrado de lado ¢ e
exteriores ao quadrado de lado a e aos triangulos de hipote-
nusa b). Agora vé-se claramente que a drea do quadrado de
lado ¢ ¢é igual a soma da 4drea do quadrado de lado a com a
drea do quadrado de lado b.

Uma das grandes curiosidades desta demonstraciio ests
no facto da figura 5 nos fazer lembrar a vela de um moinho
de vento. ‘

Generalizagdo do Teorema de Pitdgoras para poligonos
semelhantes

Partindo de um triéngulo rectingulo, constroem-se sobre os
seus lados trés poligonos semelhantes quaisquer. Demons-

G

Aaperr = Acaskr + Apcuno H
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C b
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K

Figura 6.

tra-se que a drea do poligono construido sobre a hipotenusa
¢ igual a soma das dreas dos poligonos construidos sobre os
catetos, recorrendo, para tal, & decomposigzio dos poligonos
em tridngulos, como mostra a figura 6.

Sabendo que qualquer poligono pode ser decomposto
em tridngulos e que dois poligonos semelhantes podem ser
decompostos no mesmo nimero de tridngulos semelhantes,
cada um a cada um, e semelhantemente dispostos, a figu-
ra 6 evidencia como se pode decompor cada um dos po-
ligonos AJKLC e BCMNO em tridingulos semelhantes aos
tridingulos que compdem o poligono ABGHI (e em igual
ndmero).

Por outro lado, a razio das 4reas de dois poligonos seme-
Ihantes ¢ igual ao quadrado da razio de semelhanca, o que

nos permite escrever
A 2 ( lc) )
.
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Assim,

A1 02
=g
Ay b2
€, consequentemente,
2
(5
A1 = A2 X —>

B2
sendo A; a drea do tridngulo ABI e Ay a dreade ACL.

Seguindo o mesmo raciocfnio para o poligono de menor
4rea, vem

(L2

b_2 5 )
sendo Az a drea do tridngulo BCO..
Resta mostrar que A; — Ay = Ag:

A3:A2X

2 2
A1—A2—A2XZ—2—A2_A2<g—1>_

62 b2 02 _ b2
i J et

Pelo Teorema de Pitdgoras, ad+b = - =d,

logo,

&R a2
oo Rxy

Repetindo este raciocinio para os restantes tridngulos seme-

lhantes podemos afirmar que

Al—AQZAQ :Ag.

Aapanr = Acasxr + Apcmno,

como querfamos provar.

Deixamos aqui o seguinte desafio: E se em vez de po-
ligonos tivéssemos trés figuras nfio poligonais semelhantes?
Como relacionar as suas dreas?

Conclusdo

Virios indicadores apontam para o facto de que muitos ma-
temadticos, no seu trabalho criativo, confiam fortemente no
raciocinio visual; no entanto, com raras excepgdes, esses
mesmos matematicos fazem esconder esse facto.

Hadamard (1945) reconhece que na sua actividade ma-
temdtica usa imagens vagas que, muitas vezes, sdo de uma
natureza geométrica. Afirma, ainda, que as palavras e a lin-
guagem, escrita ou oral, parecem nio desempenhar qualquer
papel no seu pensamento. Os constructos psicolégicos que
s30 os eleméntos do pensamento apresentam-se como sendo
“certos sinais ou figuras, mais ou menos claras, que podem
ser reproduzidas e combinadas em liberdade” (p. 82). Ain-
da segundo este autor, o proprio Euler, para explicar a uma
princesa sueca as propriedades do silogismo, representou as
ideias principais através de circulos.

O raciocinio visual nfo significa ser apenas o suporte
para a descoberta de novos resultados e de novas vias para
os fornecer, mas deverd ser desenvolvido de forma total —
ser aceitdvel e aceite como raciocinio. Sfio muitos os mate-
maticos que defendem que o raciocinio visual nfo estd por
baixo, nem por cima do algébrico ou do verbal. E necessario
promover a sua integracdo.

As criticas ao reforco do raciocinio visual no ensino e
aprendizagem da Matemdtica vdo muito no sentido de que
isso pode provocar uma prisdo a aspectos visuais dos objec-
tos geométricos e, eventualmente, tornar-se um obstdculo
ao progresso em direc¢do ao conhecimento geométrico, que
exige um pensamento mais abstracto e dedutivo. Trata-se de
uma preocupacio justa. Porém, vérios estudos, por exemplo
o de Razel e Eylon, 1990, tém mostrado que os alunos do
ensino bdsico que tiveram possibilidade de trabalhar mate-
madtica com materiais did4cticos visuais desenvolveram uma
capacidade para identificar conceitos visuais em contextos
complexos, bem como aplicar estes conceitos em situagdes
visualmente complexas. Eles mostraram ainda a importan-
cia do treino visual como um antecedente para a aprendiza-
gem da geometria na escola secunddria.

Deste modo, é urgente dar ao raciocinio visual um es-
tatuto e uma atencio de acordo com a sua importancia —
educacional e matemdtica.
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