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Figura 1

Vamos empilhar cubos

A figura 1 representa um conjunto de cubos empilhados,
quantos cubos s3o necessirias para a reproduzir? A questfio
é simples e pode assumir vérios graus de complexidade, com
mais ou menos cubos, consoante a faixa etdria dos alunos.
Este “monte” de cubos, expressdo usada pelo Jodo (aluno do
10° A4), é f4cil de construir com material manipuldvel (po-
lidvons — figura 2) e pode ser colocado em posigtes distin-
tas. Depois de empilhar os vérios cubos, representa no papel
o0 que vé&s quando te colocas na vista de cima. E do lado es-
querdo, observas o mesmo? (figura 3)

Esta capacidade de visualizacio, que estd relacionada
com a percepcio das relacdes espaciais (Matos & Gordo,
1993), pode ser trabalhada com os alunos do primeiro ciclo
ou do pré-escolar. No secunddrio, verifiquei que a generali-
dade dos alunos do 10° ano n#o a detém. Por um lado, por-
que nfo conhecem as diferentes perspectivas que os ajudam
a representar no papel o que se vé, nfo distinguem as regras
a que € necessério obedecer (por exemplo na perspectiva
cavaleira ou na perspectiva do ponto de fuga). No caso da
perspectiva cavaleira, os alunos tendem a desenhar o cubo
com todas as arestas em verdadeira grandeza, esquecendo
que “as faces de frente para o’observador s3o em verdadeira
grandeza e as arestas paralelas sdo representadas por segmen-

Figura 2

tos paralelos” (Loureiro et al., 1997, p. 78). Por outro lado,
os alunos tém dificuldade em conhecer as propriedades que
permitem distinguir os diferentes objectos geométricos.

Planificacdo do cubo

Mas, afinal o que é um cubo? Disse-me o Miguel. E um po-
liedro regulat, convexo, com 8 vértices, 12 arestas e 6 faces.
Desisto — disse o Miguel. N#o, espera! Sabes o que é um
quadrado? — disse. O Miguel responde que sim. Ah — re-
torquiu o Miguel — J4 sei, um cubo é um conjunto de 6
quadrados! Nio, néo, ... Um cubo é ... um cubo. E fui ex-
plicando ao Miguel, — Nio é verdade que qualquer dispo-
sicio de 6 quadrados adjacentes podem formar um cubo. As
disposi¢des de 6 quadrados chamam-se hexaminds, existem
35 figuras nessas condi¢des e com apenas 11 delas é possivel
obter o cubo. E entrdmos numa nova actividade de inves-
tigacdo: quais as disposicoes de seis quadrados que formam
um cubo? (figura 4)

A Neise resolve colocar a questdo “fatal”, com a qual,
todos os anos, me confrontam: — para que é que isto ser-
vel A resposta surge através de um problema: “Uma formi-
ga estd no centro de uma face do cubo que tem 10 centime-
tros de aresta. A certa altura decide mudar-se para o centro
de outra face, passando por todas ds outras faces. Contudo,
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Figura 3.

a formiga tem receio dos vértices e por isso nunca passa a
menos de um centimetro deles. Qual € o trajecto mais curto
que a formiga consegue fazer? (O problema deste nimero,
Educagdo e Matemdtica n® 41).

O caminho mais curto, sio problemas de optimizacio
que podem ser usados com outros sélidos, desenhar a pla-
nificacio (figura 5) permite a visualizacio de possibilidades
que, no modelo ou na representagiio em perspectiva, podem

LI l |

Figura 4

ndo ser perceptiveis. — Porque usamos tanto o cubo? — O
Cubo é-nos mais familiar e é mais facil de desenhar, de com-
preender e de relacionar, € por isto que usamos o cubo tan-
tas vezes. Ndo terds de saber qual o trajecto mais curto de
uma formiga, mas podes querer saber onde deve passar o fio,
numa sala, para ligar a ldmpada & tomada (sem que o fio fi-
que suspenso) e propus um novo problema.
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Figura 5
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Tetraedro

Figura 6.

Cubo Octaedro

Dodecaedro lcosaedro

A formula de Euler

Em qualquer poliedro convexo, o ndmero de faces F} o nd-
mero de arestas A e o nimero de vértices Vverificam a con-
digio F + V— A = 2. A Marisa (aluna), que gosta de ter
definicdes para tudo: — Stor, Stor, eu posso escrever que to-
dos os poliedros que verificam a férmula de Euler sdo regu-
lares. — Nao, No. Todos os poliedros convexos verificam a
férmula de Euler, mas apenas cinco sio regulares (figura 6).

O céptico do Pedro (aluno): — Como é que o professor
pode afirmar que existem apenas cinco! — Vamos iniciar
uma nova investigacio: Quantos poliedros regulares exis-
tem? (na mesma condicio que o cubo) E porqué? Se voltar-
mos aos hexaminds, a concorrer num mesmo vértice temos
no méximo trés faces quadradas (figura 7), porqué? Para po-
der dobrar e construir o cubo. Ora, com quatro faces quadra-
das j& no era possivel dobrar, a figura era plana e a soma dos
angulos internos era de 360°.

Ana: — Entdo para poder dobrar temos de ter me-
nos de 360°. Logo, poliedros regulares com faces quadradas,
56 existe o cubo. Vamos repetir com o tridngulo equilétero,
com o pentdgono regular, o hexdgono regular, o heptidgono
regular, etc... o que verificam? Trés hexdgonos, a soma dos
angulos internos é 360°, logo ndo é possivel construir um
poliedro regular. Entéo, temos o Tetraedro, o Cubo, 0 Octa-
edro, o Dodecaedro e o Icosaedro. — O cubo ndo estd sozi-
nho! Exclamou a Liliana.

1/

Figura 7

Duais

Os duais resultam de um procedimento facil de compreen-
der e que ¢ acessivel 2 maioria dos alunos. Os duais envol-
vem figuras complexas e atraentes, através delas os alunos
fascinam-se com a harmonia da geometria. Qual o dual do
cubo? E o que é um dual? Jorge: o octaedro encaixa perfei-
tamente no cubo. Com o auxilio de software de Geometria
ou de applets (figura 8) disponiveis na Internet foi possivel
explorar, com relativa facilidade, a intuigio geométrica dos
alunos a este nivel. No entanto, o desenvolvimento da no-
o de ponto central de uma face do cubo faz apelo a noges
que sio assumidas como primitivas e que alguns alunos tém
dificuldades em apropriarem-se delas.

A representaciio da figura 9 foi realizada pelo Jorge, a
propésito de uma investigagio dos duais, realizada numa
aula com computador.

0 cubo e @ medida

O que significa para um aluno dizer que o ponto central de
uma face é o ponto equidistante dos 4 vértices contidos nes-
sa face, ou das 4 arestas dessa face? No caso desta turma, a
preocupaciio da generalidade dos alunos foi a de saber quan-
to mede a aresta do cubo. Para eles, s6 era possivel saber se
a distancia € a mesma sabendo a medida.
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Figura 8.

A necessidade de ultrapassar questdes deste tipo impli-
cou a seguinte tarefa: Quais as medidas das diagonais de um
cubo de aresta 17 E de aresta 27 E de aresta a? A generali-
zacdo pela intui¢iio é uma préatica corrente em determinada
faixa etdria, e com alguns conteddos. Assim, a informacfo
quantitativa passou a ser uma rela¢io métrica entre elemen-
tos de uma figura. A medida ajudou a compreender que, in-

Figura 9.

dependentemente do comprimento da aresta do cubo, o
ponto central da face existe e € identificdvel. Mas, os cédlcu-
los foram importantes. Os alunos aprenderam que a medida
da diagonal da face (figura 10) é V2a, a medida da diagonal
espacial ¢ v/3a, o perfmetro da face 4a, a drea da face a® e a

drea lateral... E a drea total... E o volume...

e -0
A & o
Figura 10
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Paralelismo e perpendicularidade

O tema que precedeu as secgdes no cubo (figura 11). Como
dizer aos alunos que a sec¢giio que se obtém no cubo por cor-
te, através de um plano paralelo a uma face, é um quadrado
— sem as nocBes de paralelismo e perpendicularidade. Ini-
cialmente, existe alguma confusfo entre paralelismo e per-
pendicularidade, mas intuitivamente, verifica-se que os alu-
nos confundem os nomes e ndo as nogdes. Um exercicio
tipico, e que se pode encontrar em vdrios manuais, € o se-
guinte: Na figura ao lado est4 representado um cubo. Utiliza
as letras dos vértices para indicar, se possivel: dois planos pa-
ralelos; dois planos concorrentes perpendiculares; dois pla-
nos concorrentes nfo perpendiculares; uma recta aposta a
um plano; uma recta perpendicular a um plano; duas rectas
ndo complanares; e duas rectas concorrentes ndo perpendi-

culares.

Seccoes no cubo

As seccdes (figura 12), vulgarmente designadas por cortes,
permitem observar propriedades que na visualizagfio espa-
cial ou na representaciio através das perspectivas sdo difi-
ceis de identificar. Eduardo Veloso, em 1993, identifica os

Figura 12.

E F

Figura 11.

poligonos que resultam de cortes planos num cubo e as, res-
pectivas, propriedades dos planos. Os alunos tiveram opor-
tunidade de explorar estas sec¢des em duas vertentes: usan-
do os cubos de enchimento e uma aplicagiio computacional,

1
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Figura 13.

Figura 14.

em ambiente de geometria dindmica. Esta metodologia es-
teve relacionada com a organizagio da aula: cinco compu-
tadores e cinco cubos em acrilico, para dezoito alunos. En-
quanto uns alunos viam as secgdes, pré-construidas em GSP
(Geometer’s Sketchpad), onde podiam movimentar os pon-
tos A e B (figura 12) e assim responder a perguntas numa fi-
cha de acompanhamento, outros alunos, enchiam os cubos,
experimentavam as diferentes posigdes do cubo (do plano
de corte) e caracterizavam a secgiio obtida.

Nos s6lidos de enchimento, a maior dificuldade é a de
colocar a quantidade certa de liquido para caracterizar o
pentdgono e o hexdgono. — Impossivel encontrar o hex4-
gono! Referiu o Miguel vérias vezes. O Jodo, enquanto tra-
balhava com a aplicaciio em GSP, afirmou: — Stor, isto tem
quadrildteros que nunca mais acaba... E quase verdade...
Os alunos colocaram o ponto A em muitas posigdes diferen-
tes e tiveram alguma dificuldade, no ambiente computacio-
nal, em distinguir trapézios, rectangulos e quadrados. O que
foi ultrapassado quando usaram os cubos acrilicos e através
do meu apelo para que os alunos escrevessem as proprie-
dades que permitem distinguir os diferentes quadrilteros.
Nesse dia, o entusiasmo dos alunos foi grande, mas eu repe-
ti vezes sem conta: — vamos mudar o cubo de posicio... a
seccio € a mesma’

Coordenadas no plano e no espaco

René Descartes (1596-1650) trouxe para o estudo da Geo-
metria Analitica os referenciais cartesianos. Qual é o ob-
jecto matemdtico que usei, com maior frequéncia, para
identificar as coordenadas dos vértices num referencial tri-
dimensional? O CUBQ. O centro do cubo num referencial
do espago, um vértice a coincidir com a origem do referen-
cial, sei l4..., as intimeras posicdes que usei. A Geometria
Analitica abre, ao nivel do 10° ano, a possibilidade do es-
tudo dos lugares geométricos: plano mediador, esfera, esfera
inscrita no cubo, superficie esférica (circuqscrita) e inscrita

Figura 15.

ao cubo, etc... Embora, em Matemética B, este tema n#o te-
nha sido aprofundado (figura 13).

Voltandoao problema inicial, que relaciio existe entre o
volume de um cubo com o do tetraedro cujas arestas sdo as
diagonais faciais do cubo (figura 14)? Que poligonos é pos-
sivel obter cortando um tetraedro por um plano paralelo a
duas arestas? Qual o perfmetro e a 4rea dos poligonos que
constituem as secgdes!?

Fez parte de uma actividade de investigacio e avaliacio
em que os alunos deveriam escrever um relatério. Os resul-
tados (figura 15) foram muito significativos, a generalidade
dos alunos concluiu que: os “cortes” sé podiam ser tridngu-
los e quadrildteros (esquecendo o facto do plano ser parale-
lo a duas arestas do cubo); € o perfmetro da secciio obtida é
sempre 0 mesmo (para quem aprofundou os quadril4teros).

No relatério do Gongalo lia-se:
=V . —~4x v,

tetraedro cubo piramide

porque o tetraedro tem 4 vértices e o cubo tem 8 vértices,
logo ao cubo € necessdrio tirar 4 para obter o tetraedro. Este
aluno encontrou no cubo, através da sua intuiciio, um tetrae-
dro e 4 pirdmides, que mais havera no cubo?
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