Piero della Francesca e a Geomelria Projectiva’

Edvardo Veloso

Infroducdo

Embora a geometria projectiva, como teoria matemdtica, seja
resultado dos trabalhos de Jean-Victor Poncelet (1788-1867)
nos infcios do séc. XIX, é habitual afirmar-se que as suas ori-
gens remontam ao século XVII, quando Desargues publica
as suas ideias sobre novos métodos na geometria, em parti-
cular o estudo das sec¢des conicas como resultantes da pro-
jecgo central de uma circunferéncia e a invenggo do infini-
to: “quando, num plano, nenhum dos pontos de uma recta
estd a distAncia finita, dizemos que a recta estd a distAncia

infinita”?.

No entanto, isto nfo significa que matemdticos anterio-
res ndo tenham tratado de questdes que mais tarde vieram a
enquadrar-se na geometria projectiva. Um exemplo € o teo-
rema de Papo (c. 290—c. 350) de Alexandria, o dltimo dos
matemdticos gregos do helenismo (ver caixa). Neste artigo,
pretendo mostrar como Piero della Francesca, nas instru-
¢Bes que d4 aos pintores sobre a forma de construir a ima-
gem perspectiva de diversos poligonos, define uma transfor-
magdo que nfo € mais do que uma transformagioprojectiva
de um plano sobre si préprio.
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Teorema de Papo

Se os vértices de um hexdgono ABCDEF estdo alterna-
damente sobre duas rectas, entdo os pares de lados opostos
encontram-se em trés pontos colineares.

Nofas
1. Adopta-se uma definigio de poligono em que os lados
podem encontrar-se em pontos diferentes dos vértices.

2. A demonstracio baseada nos Elementos de Euclides é
muito trabalhosa. Na geometria projectiva este teorema
¢ uma consequéncia quase imediata do teorema funda-
mental da geometria projectiva.’

Figura 1. Defalhe de um fresco na lareja de 5. Francisco, em Arezzo.

Piero della Francesca (c. 1413—-1492) foi simultanea-
mente um grande pintor — embora relativamente ignora-
do até ao fim do séc. XIX, devido ao cardcter moderno da
sua pintura (figura 1) — e um grande matemitico. Nasceu
em Borgo San Sepulcro (a cerca de 100 km de Florencga), e
preencheu a sua vida a pintar e — presume-se, pois no se
sabe quais as fontes do seu conhecimento dos matem4ticos
gregos — a estudar latim e geometria euclidiana pela edi¢io
latina dos Elementos. Escreveu em verndculo (isto &, em ita-
liano da época) pelo menos trés tratados que chegaram até
nés:

e Trattato d’abaco — uma espécie de manual escolar de
matemdtica comercial e técnicas praticas de geometria
para as chamadas “escolas de dbaco”; estas escolas ti-
nham aparecido em Itdlia, na segunda metade do séc.
X1, com o objectivo de preparar jovens para o trabalho

Figura 2.
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Figura 3. llustracdo da Prop. 1,19, Oe Prospectiva Pingendi.

na sociedade comercial que iniciava o seu répido desen-
volvimento e eram uma alternativa as tradicionais esco-
las “latinas”, onde se ensinava gramdtica e retdrica em
latim; a figura 2 mostra a ilustragio de Piero que acom-
panha um problema sobre o cuboctaedro;

o Libellus de quinque corporibus regularibus ( Tratado dos Cin-
co Sélidos Regulares) — problemas .geométricos postos
em termos numéricos, que se referem em grande parte
aos poliedros regulares, mas que exigem conhecimentos
de geometria plana e do espaco; este tratado foi usado
(plagiado, dirfamos hoje) por Luca Paciolli, um contem-
poréneo e conterraneo de Piero della Franeesca;

e De Prospectiva Pingendi (Da perspectiva em pintura) — um
tratado sobre a perspectiva linear, que mostra preocupa-
¢oes de estabelecer uma relaciio com a tradi¢io da ma-
temdtica grega; o estilo é o de um livro para formagio

Vo

%

Figura 4. Perspectografo de Diirer.

de pintores em perspectiva, com instru¢des detalhadas
sobre as diversas construgdes (figura 3), mas ao mesmo
tempo segue claramente a tradi¢io dos Elementos, apre-
sentando uma sequéncia de proposi¢des (enunciados e
demonstracdes).*

Ns3o é possivel desenvolver aqui, mesmo brevemente, as ex-
periéncias pioneiras em perspectiva do arquitecto Filippo
Bruneleschi (1377-1446) — de que nfo existem quaisquer
textos originais —, nem do humanista e arquitecto de Flo-
renca Leon Battista Alberti (1404-1472), o primeiro a fa-
zer uma exposicio escrita do método da perspectiva para re-
presentar a realidade tridimensional no plano do quadro do
pintor. Digamos apenas que Piero della Francesca foi o pri-
meiro a adoptar, embora num livro de instrugSes para pinto-
res — o tratado De Prospectiva Pingendi —, um ponto de vis-
ta verdadeiramente cientifico, nomeadamente geométrico,
na sua concepcio da perspectiva linear. Vamos apenas re-
ferir as proposicdes desse tratado que nos permitem chegar,
o mais brevemente possivel, ao nosso objectivo: mostrar a
transformacio projectiva que Piero criou na segunda meta-
de do século XV, mais de trezentos anos antes de Poncelet.

Perspectiva de um quadrado horizonfal

Como sempre, na origem de tudo estd um problema. No
caso de Bruneleschi, Alberti e Piero, o que experimenta-
vam e procuravam eram métodos de desenho que permi-
tissem pintar rigorosamente num quadro, que suporemos
vertical e quadrado, o espaco e os objectos tridimensionais
que o pintor via enquadrados pelos seus lados. Diirer inven-
tou com esse objectivo o chamado perspectégrafo (figura 4)
(que qualquer de nés, gracas a Associagdd Atractor, pode
ver se quiser).” Pensemos num exemplo extremamente sim-
ples, que é o de um quadrado horizontal — o chfo de um
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Figura 5.

quarto ou o tampo de uma mesa, muito frequentes em pin-
turas da época. Embora rapidamente possamos perceber que
tipo de figura iremos ver como representagio do quadrado,
sem um auxiliar mecanico deste tipo teremos que encontrar
uma construgio rigorosa, no plano, para a tragar.

Mais concretamente, observemos a figura 5. O plano
vertical do quadro do pintor ¢ ABEF e estd assente sobre
o bordo AB do tampo quadrado ABCD de uma mesa hori-
zontal. O ponto O é o ponto de vista do pintor (acrescents-
mos as projeccdes ortogonais O e O desse ponto de vista,
respectivamente sobre o plano do quadro e sobre o plano
horizontal, para se ver melhor em perspectiva cavaleira a
posicio do ponto O). Note-se que se o pintor nfo pode uti-
lizar um processo mecinico, como o do perspectdgrafo de
Diirer, apenas tem diante de si um quadro quadrado ABEF
e sabe que o tampo horizontal ABCD é um quadrado igual.
O problema — como obter a imagem do quadrado horizon-
tal no plano do quadro? — reduz-se portanto a saber onde
deverdo ser desenhados no quadrado ABFEF as imagens dos
vértices C'e D do quadrado horizontal, (pois é 6bvio que
os pontos A e B se representam a si mesmos no quadro do
pintor). Para quem j4 tem alguma facilidade em visualiza¢fio
espacial — como era certamente o caso de Piero —, é qua-
se 6bvio que CD vai ser um segmento paralelo ao segmento
AB. Mas diversas posi¢des s3o possiveis... e diversos com-
primentos também, como na figura 6! Como determinar a

imagem verdadeira de CD?

Resumindo, temos agora dois problemas:

1. A que distancia de AB fica o segmento CD?

2. Qual o comprimento de CD?
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Piero resolve estes dois problemas nas suas proposictes 1.12

e 1.13, com demonstragBes rigorosas de resultados ja desco-

bertos por Alberti.
1“:‘ E Note-se que qualquer destes dois problemas sio resolvi-
dos por Piero em geometria plana, sem mostrar quaisquer fi-
guras auxiliares em perspectiva cavaleira, desconhecida na
altura. Assim, apenas podemos imaginar qual era a visuali-
zacdo espacial que Piero estava a ter como suporte das suas
demonstragdes no plano.

A solugdo final englobando os dois problemas pode ser
descrita pela figura 7. O segmento KA tem por comprimen-
to a distancia do ponto de vista ao plano do quadro do pin-
tor. O segmento OK € a altura do ponto de vista relativa-
mente ao plano horizontal. O ponto O situado no interior
do quadro representa a projec¢io ortogonal do ponto de vis-
ta O no plano do quadro (a letra que designa o ponto é
a mesma, como era habitual em Piero della Francesca). A
posigio (em altura) da imagem do segmento CD, paralela
a AB, obtém-se unindo por um segmento o ponto de vis-
ta com o ponto B e determinando a sua interseccio com
AF. Finalmente, o comprimento do segmento imagem CD
obtém-se por meio dos segmentos OA e OB, como indica-
do na figura. Assim, o quadrado ABCD no plano horizontal
transforma-se no trapézio ABCD no quadro do pintor (ver
simultaneamente as figuras 5 e 7). Antes de Piero o ponto
O (interior ao quadro) estava sempre situado a igual distan-
cia dos lados verticais do quadrado, mas esta demonstracio
mostra que isso nfo é necessario. Ou seja, esta construgio é
véalida para qualquer posi¢io do ponto de vista em relaciio
ao quadro (portanto ndo necessariamente central). Nio te-
mos espago para apresentar aqui as demonstracdes de Piero
das proposigtes 1.12 e 1.13, mas o leitor pode recorrer a um
0 espléndido artigo no Mathematical Intelligencer (e ficar a co-
Q

Figura 7.
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nhecer, se ainda nfo conhece, uma estimulante revista so-
. bre matemdtica, de leitura sempre muito acessivel).®

Perspectiva de um pavimento

Na proposi¢iio 1.15 Piero d4 instru¢des para a construgio
em perspectiva de um quadrado horizontal mas quadricula-
do, ou seja dividido num certo ndmero de quadrados mais
pequenos, por exemplo 25 (5 x 5). E o problema da pers-
pectiva de um pavimento, elemento presente em tantas pin-
turas da época. Na figura que Piero utiliza como ilustracio
das suas instrugdes, o quadrado e o trapézio sdo representa-
dos numa mesma figura plana, que inclui ainda o ponto O
(projecciio ortogonal do ponto de vista sobre o quadro do
pintor) (figuras 8a e 8b). Piero traca as diagonais AC do
quadrado e do trapézio (figura 8a) e depois diz naturalmente
que o “quadriculado” do trapézio se obtém unindo os pontos
. de divisdo de AB com O e tracando em seguida paralelas a
AB pelos pontos de intersec¢io daqueles segmentos com a
diagonal (figura 8b). Como pode ver nesta tltima figura, ao
ponto @ (vértice da quadricula no pavimento dado) corres-
Figura 8b. ponde o ponto @’ no pavimento em perspectiva.
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Sobre a visualizagio no espago que Piero estava a usar
para construir esta figura plana, nada sabemos. Mas pode-
mos imaginar (figuras 9a e 9b):

® que partia da situaciio de dois planos, um horizontal a e
outro vertical , onde estavam situados o quadrado e o
trapézio;

e que, dado o ponto de vista O, cada ponto @ do quadrado
(no plano «) ficava a corresponder um ponto @’ do tra-
pézio: imaginar a recta que passa por O e por Q; Q' serd
a intersec¢do dessa recta com o plano 7;

e finalmente, procedia a uma rotagio de eixo AB e 4ngulo
90°, levando o plano « a coincidir com o plano , ob-
tendo assim a figura-plana que ilustra a sua demonstra-
¢ao.

Perspectiva de uma figura desenhada sobre um pavimento

Estando completamente resolvida na proposicio 1.15 a
questdo do tragado de um pavimento em perspectiva, é um
pequeno passo para Piero fornecer um conjunto de instru-
¢Oes para obter a perspectiva de qualquer figura situada so-
bre esse pavimento. ;

As préprias linhas do quadriculado e da sua perspecti-
va setvem de guias para fazer corresponder ao vértice @ do
quadriculado o vértice Q" do quadriculado em perspectiva
(figura 10); e sugerem como se pode fazer corresponder a

Figura 13.

qualquer ponto P do interior ou da fronteira do quadrado
o ponto P’ do interior ou da fronteira do trapézio que re-
presenta o quadrado em perspectiva (figura 11). Em termos
modernos, a correspondéncia P — P’ é uma aplicacio biu-
nivoca do quadrado ABCD (interior e fronteira) sobre o
trapézio ABCD (interior e fronteira). A aplicagio P’ — P
(cujo tragado € evidente) € a aplicagio inversa da anterior.

Seguem-se, no tratado que estamos a percorrer, uma sé-
rie de proposigdes em que é aplicado o resultado anterior.
Em particular, Piero d4 instru¢des sobre os tragados em pers-
pectiva de diversos poligonos situados no interior do qua-
drado ABCD: tridngulo equilatero (I.18), hex4dgono regular
(1.19), pentdgono regular (1.20), quadrado (I.25), octégono
(1.26). Damos como exemplo uma adaptacio da ilustragio
de Piero para o caso do quadrado (figura 12). No livro 1I,
Piero estende o seu método ao tragado perspectivo de pris-
mas tendo por bases poligonos situados no interior do qua-
drado ABCD (figura 13, caso do hexdgono).

Piero trata sempre da perspectiva de figuras limitadas,
nomeadamente de figuras contidas no quadrado que desi-
gnamos por ABCD. Nio sabemos, nem certamente vire-
mos a saber alguma vez, se Piero colocou a questdo de saber
se a sua aplicagdio se podia prolongar a todo o plano. Po-
demos apenas constatar que no seu tratado. nfo esté expli-
citamente considerada essa extensdo (de resto, o seu valor
prético seria bem pequeno num livro de instrugdes para pin-
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Figura 14.

tores...). Vamos estudar esse prolongamento no ponto se-
guinte, e veremos que é uma aplica¢fio projectiva cuja pater-
nidade € justo atribuir ao geémetra Piero della Francesca.

Transformacao projectiva de Piero

Que problemas nos surgem quando pretendemos estender o
método de Piero a todo o plano? Um problema surge ime-
diatamente (figura 12): se o vértice G do quadrado, por
exemplo, estivesse um pouco mais para o lado direito, no
exterior do quadrado ABCD, nio podiamos obter a inter-
sec¢do E nem, portanto, a imagem perspectiva de G, pois o
segmento E'A ndo existia. Além disso, percebemos que na
construgiio de Piero, além das intersec¢des com AB, so es-
senciais as intersecgdes com as diagonais. Assim, somos le-
vados a fazer as seguintes alteragdes 2 situacfio criada por
Piero (obtendo a figura 14):

e Substituimos o segmento AB pela recta AB;

e substituimos as diagonais AC' (resp. do quadrado e do
trapézio) por duas rectas (resp. ¢ e t'); note-se que a dia-
gonal do trapézio € a transformada da diagonal do qua-
drado pela transformacfio de Piero; ¢ intuitivo que para
obtermos um prolongamento da transformagfio de Piero
a todo o plano, a recta t, que substitui a diagonal do qua-
drado, deve ser transformada na recta ', que substitui a
diagonal do trapézio; e é 6bvio, de tudo o que vimos, que
para que assim seja t e ' devem ter um ponto comum so-

bre a recta AB;
e mantemos o ponto O como projecciio ortogonal do pon-

to de vista sobre o quadro do pintor.

Tendo em atenciio que AB, t e t’ sdo agora rectas, a cons-
truciio de Piero que faz passar de Ppara P’ parece ser possi-

Figura 15.

vel para todos os pontos P do plano (as intersecgdes funda-
mentais para a constru¢io parecem existir sempre! ).

Notemos ainda que, se imaginarmos que a recta ¢ esta
no plano «, que a recta t’ estd no plano 7 ortogonal a o, que
O é a projeccio ortogonal sobre 7 do ponto de vista, e que a
recta AB é a intersec¢iio dos dois planos, caimos na situaciio
espacial anterior, em que a transformacio de Piero ndo era
mais do que uma projecgo central, com centro no ponto de
vista (tente o leitor compreender este facto fundamental,
observando a figura 15).

Em resumo: Dadas no plano trés rectas, AB, t e t', de tal
modo que t e t’ tém um ponto comum sobre AB, e dado ainda
um ponto O, parece ficar defimida uma transformacdo do plano
sobre si préprio que é um prolongamento da transformacdo de
Piero, que este apenas definiu para o interior e a fronteira de um
quadrado. Esta transformagdo pode imaginar-se, tal como a de
Piero, que foi obtida a partir de uma projecgdo central, como ex-
plicado anteriormente.

Escrevemos “parece ficar” porque nada nos prova ain-
da que a construgiio € vlida para todo o ponto P do plano.
N3o h4 nada como experimentar, e 0 melhor meio de o fazer
¢ utilizar o Sketchpad. A figura 16 foi obtida no Sketchpad da
seguinte maneira:

e Tragdmos as rectas AB, t e t' e marcdmos um ponto O
como indicado anteriormente;

® construimos uma circunferéncia a e marcdmos um pon-
to Psobre ¢la;

e pela construgio de Piero (usdmos uma ferramenta j4

preparada) obtivemos o ponto P’;

e selecciondmos os pontos P e P’ e pedimos (no menu

PP oL /
construct) o locus (lugar geométrico de P’ quando Pper-
corre a circunferéncia a); o lugar geométrico, ou seja a
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Note que:

e  Os paralelogramos a vermelho apenas servem para indicar as
posi¢des dos planos « horizontal e 7 vertical;

e Arecta AB é a intersec¢io dos dois planos;

e A rectat estd no plano « e a recta ' no plano 7, tendo um
ponto comum na recta AB;

e O trifngulo azul, em parte escondido pelo plano 7, serve para
indicar o plano definido pelas rectas ¢ e #';

e A ortogonal a 7 passando pelo ponto O de 7 intersecta o plano
das rectas ¢ e ¢ num ponto (bola vermelha) que é o centro da
projecgdio central, que faz corresponder ' a ¢; vemos assim que
dadas num plano as Tectas AB, ¢ e ' nas condicdes indicadas
anteriormente e ainda um ponto O, fica definida uma projec-
¢do central, como indicado nas figuras 9a e 9b; o que fazemos
aqui € partir da situagfo da figura 9b para chegar a situaciio da
figura 9a.

imagem da circunferéncia pela transformacio, é no caso
da figura a elipse a’;

® arrastdmos a circunferéncia para a posicio b e obtivemos
como imagem a hipérbole b'...; que se passa’

Voltemos 4 situacfio espacial. Recordemos que tudo come-
gou com a procura de um método para representar no pla-
no 7 as figuras situadas num plano « quando vistas a partir
do ponto de vista O. Geometricamente, o que temos é uma
projecgio central de centro O: dado um ponto P do plano
o, a sua imagem em 7 por meio dessa projecgdo central ob-
tém-se encontrando a intersec¢fio da recta O P com o plano
7 (e a transformacfio de Piero, que nés tentdmos prolongar
a todo o plano, n#o é mais do que um processo de desenho,
num dnico plano — recordar as figuras 9a e 9b —, para en-
contrar essa imagem). O que acontece é que essa intersec-
¢8o — da recta OP com o plano m — nfo existe para ne-
nhum ponto de uma recta, designada por u na figura 17.
Esta recta pode obter-se intersectando a pelo plano que pas-
sa por O e é paralelo a 7; com efeito, as imagens de todos os
pontos de u ndo existem, pois as rectas definidas por O e por
um ponto qualquer da recta u sfo paralelas a 7! Arriscan-
do dizer em poucas palavras o que exigiria muitas paginas, a
imagina¢fo de Desargues conduziu-o ao seguinte:

® aimagem de qualquer recta de o (com excepcio de u),
por meio da projec¢io central, é uma recta em 7:

e as imagens dos pontos de u deveriam “entfio” formar
uma recta, mas nenhuma dessas imagens est4 a distAncia
finita; ‘

e entdo a imagem de u € arecta do infinito do plano . A rec-
ta u é a chamada recta de fuga da transformaciio P — P’

Observagdes analogas, relativas 4 transformaciio inversa
(que faz passar de P’ em 7 para Pem «), levariam a consi-
deragfio de uma recta de fuga v no plano 7, que se obtém tra-
cando a paralela & intersecgiio dos dois planos passando pela
projecgio ortogonal do ponto de vista sobre 7.

Vemos assim que:

e ¢ possivel prolongar a transformaciio de Piero (e a sua
inversa) a todo o plano « (resp. ) se completarmos
cada um dos planos com a sua recta do infinito;

e em cada um dos planos fica definida uma recta (u em «
e v em 7) cuja imagem pela projeccio central é a recta
do infinito do outro plano;

e obtemos desta forma uma bijec¢fio entre os planos cv e T,
completados com as respectivas rectas do infinito.

Podemos proceder depois como j4 fizemos para a transfor-
magdo inicial de Piero e estd indicado nas figuras 9a e 9b,
e obter assim uma transformacio de um plano sobre si pré-
prio (resultado da identificaciio dos dois planos). Este é um
dos processos classicos de obter uma transformacfio projec-
tiva de um plano (aumentado com a recta do infinito) so-
bre si préprio. Assim, a transformagfio, imaginada por Piero
num livro de instru¢des sobre perspectiva para pintores, é
uma transformagfo projectiva. Como Desargues descreveu,
a projec¢dio central de uma sec¢io cénica ainda é uma sec-
¢io cdnica, e as imagens obtidas a partir de uma circunfe-
réncia pela transformacgo de Piero sdo agora naturais.

/
b , B

Figura 16. .
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Figura 17.

Regressemos assim 2 figura 16 (agora chamada 17), &
qual acrescentdmos a recta de fuga u. Além disso, acres-
centdmos uma terceira circunferéncia ¢ e a sua imagem ¢’.
Constatamos que:

® a circunferéncia a nfio intersecta a recta u, € portanto
todos os pontos da sua imagem pela transformacfio pro-
longada de Piero estdo a distdncia finita: a’ ¢ uma elip-
se;

® a circunferéncia b intersecta a recta de fuga v em dois
pontos, e portanto dois pontos da sua imagem estdo no
infinito: b’ é uma hipérbole;

°® a circunferéncia ¢ é tangente  recta u, e portanto um
dos pontos da sua imagem estd no infinito: ¢’ é uma pa-
rébola.

"Moral da histdria”

A geometria pode ser um tema apaixonante da matemati-
ca escolar, nomeadamente porque apresenta maltiplas co-
nexdes estreitas com temas da arte. Em particular, a geome-
tria projectiva elementar devia ser um tema da geometria
no ensino secundario, pois abre portas e revela factos que
nas outras geometrias ficam encobertos — por exemplo, a
invencio do infinito e a existéncia de trés tipos de seccdes
cénicas. E também importante na compreensdo cultural —
e ndo exclusivamente técnica — da matemética e dos seus
processos, um desejdvel objectivo central do seu ensino a
todos os cidaddos. Nesta época de reajustamentos conserva-
dores dos programas e de objectivos economicistas na edu-
cagdo dos jovens portugueses, espero que os leitores possam
descobrir, para 14 das minhas pobres palavras, um mundo di-
ferente e apelativo na educacfio matematica.

Nofas

1. Este artigo resulta de uma paixfo antiga pela pintura de Piero
della Francesca, da descoberta feita hd poucos anos do gedme-
tra Piero e do recente trabalho, em conjunto com Rita Bastos,
sobre transformagdes geométricas, em particular as transfor-
magdes projectivas. No entanto os disparates que porventu-
ra existam neste texto sdo meus, ndo da Rita. Para acompa-
nhar melhor a leitura deste artigo, pode recorrer ao documento
Sketchpad de que pode fazet o download a partir do endereco
www. apm. pt, na pagina correspondente a este artigo on-line.

2. Girard Desargues (1591-1661), Brouillon project d’une atteinte
aux evenemens des rencontres du Cone avec un Plan, 1639.

3. Ver, por exemplo, Coxeter, Projective Geometry, pag. 38.

4. O presente artigo refere-se fundamentalmente a este tratado
de perspectiva, sendo extraidas dele as respectivas ilustragbes
de Piero. Ver na bibliografia duas edicdes, uma em italiano e
outra em francés, numa traducdo a partir do latim.

5. Em Lisboa, no Pavilhdo do Conhecimento, Exposicio Mate-
mdtica Viva. Enderego do Atractor: http://www.atractor.pt.

6. Ver Peterson na bibliografia.
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Se o leitor quer iniciar-se em geometria projectiva, o livro mais
acessivel é o de Derrick Lehmer, e a seguir o Real Projective Plane,
de Coxeter.
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