0 espaco da crianca e do adulto

fi base experimental

Deixemos cair uma gota de tinta num copo com dgua e olhe-
mos atentamente através do vidro transparente do copo: o
complexo espectdculo a que assistiremos tem como protago-
nista principal a geometria. A aprendizagem da geometria
comeca pela assisténcia assidua a este tipo de espectéculo,

no qual o espectador, mais tarde ou mais cedo, acabara por
envolver-se, participando, ora experimentando ora interpre-
tando 4 sua méneira. O psiquiatra infantil Jodo dos Santos
(1913-87) considerava que “a livre experiéncia estd na base
de toda a actividade simbélica ou linguagem”; essa base experi-
mental é condicfio sine qua non para aprender geometria.
Ao desenhar, pintar, modelar, cantar, “fazer de conta”, a

N

crianca “l¢” 4 sua maneira tomando opgdes afectivamente e
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Figura 1. Um desenho de Hlee e de uma crianga.

compondo para si o seu “espago de seguranca”, na termino-
logia de Jodo dos Santos; o espaco de seguranca é ressentido
como um porto de abrigo confortdvel. Trata-se de uma teia
de relagdes onde certas coisas se transmutam em objectos
do seu afecto, permitindo 4 crianca percebé-los, sobretudo
e primeiro pelo tacto e s6 depois pela vista. Essa teia é o seu
primeiro espago, esses objectos as suas primeiras figuras e o
seu agir e sentir — com o corpo todo — as suas primeiras
formas de pensamento geométrico.

Quantas formas atraentes para manipular, ver, ouvir, en-
tender, numa concha, num ritmo musical, num remoinho
de fumo, numa corrente de dgua, num monte de areia, numa
flor, numa lenga-lenga, na espuma, no saltitar de uma bola,
ou no voo de um péssaro!

Que desejo nio ressentimos em crianga, de fixar mui-
tas dessas formas, particularmente interessantes por uma ra-
z80 ou outra, para melhor as entender! E como era feita a
nossa “leitura”? Alguns pintores, como Klee (1879-1940)
ou Picasso (1881-1973), que assim se interrogaram, quise-
ram mesmo em dado momento “pintar como quando se era
* crianga”. .

Ao recorrer ao “espago” como lugar para entender as
coisas do nosso interesse é natural que ele difira consoante
0s objectos predominantes a estudar e alterando-se os nos-
sos interesses altera-se em geral a nossa concepcio de espa-
¢o entendido este como o quadro que torna inteligivel uma
dada teia de relagdes. Isto vale quer do ponto de vista psico-
légico individual — da crianga ao adulto — quer do ponto
de vista do fluir histérico.

Breve histdria do espaco ;

O conceito de espaco varia, na crianca, da forma “espago
de seguranga” a aceitaciio da euclidianidade — cerca dos 9
anos — ou seja & integragio das ideias de pertenca, de orde-

nago, de isometria entre figuras, de continuidade do movi-
mento, e de paralelismo.

Em qualquer dessas etapas trata-se sobretudo de um pon-
to de vista “operacional” ou seja a crianga apreende certas
regras de comportamento num espago sem que haja cons-
ciéncia de uma existéncia prépria desse espaco até que se
questiona um dia sobre a natureza do palco em que se vé
agir.

A andlise histérica do conceito de espago é muito elo-
quente mostrando como foi varidvel e pouco unanime. Fa-
remos uma breve alusdo ao assunto respigando uma ou outra
opinido significativa.

Antes de mais, a ideia de “lugar” precedeu qualquer
ideia de espago; quer para Aristételes (384-322 a.C.) quer
para o préprio Euclides (c. 330—c. 275 a.C.) o “lugar” das
coisas ou das figuras é o bastante para fundamentar, no caso
do primeiro, uma teoria do movimento — cada coisa teria
um “lugar natural” para onde tenderia a dirigir-se — e no
caso do segundo uma grande ferramenta da fisica-matemati-
ca— aplicavel ao estudo das figuras que nfo mudam ao mu-
dar o seu “lugar”.

A ideia de tempo é certamente posterior 2 de espago
como atestam certos vestigios linguisticos onde o tempo se
subordina ao espago: dizemos “um tempo curto”, “um espa-
co de tempo”, “de aqui em diante”.

Ao explicar 0 movimento rectilineo da queda dos cor-
pos terrestres como resultado da existéncia de um “lugar na-
tural” comum fica claro que para Aristételes ha lugares pri-
vilegiados e direc¢des privilegiadas ou seja esse conjunto de
“lugares” a que poderfamos chamar, abusivamente é certo,
0 “espaco de Aristdteles” ndo seria homogéneo nem isotré-
pico. Contendo-se o universo numa esfera, $egundo aquele
filésofo, todos os lugares af se conteriam e aquelg “espaco”
seria fatalmente finito.
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Figura 2. 0 mundo finifo de Arisfdreles.

A ideia de um “lugar dos lugares”, de raiz tipicamente
hebraica, confunde-se com o préprio “Deus” como revelam
intimeros textos religiosos: “Deus é o lugar de todas as coi-
sas”, “Deus é o espaco de si proprio”; a prépria lingua hebrai-
ca cldssica conota numa s6 palavra — or — a ideia de luz,
espaco e Deus o que d4 um cunho particular a expressdes
como “luz de Deus”, ou, na boca de Deus: “Eu sou a luz”. O
espaco seria nesta linha de ideias de raiz religiosa um atribu-
to de Deus, se nfo o préprio Deus.

O pensamento cristio medieval e renascentista vai atri-
buir diferentes propriedades ao espago procurando conciliar
a fé com a razio e a experiéncia, conduzindo pouco a pou-
co a uma concepcio que vird a ser partilhada ainda hoje pela
maioria das pessoas, embora ignorando o mais das vezes a sua
origem religiosa. A titulo de exemplo mencionemos alguns ar-
gumentos do tipo dos invocados por pensadores cristfos: “o es-
paco é infinito porque uma causa infinita tem um efeito infini-
t0”, “o espaco é homogéneo e isotrépico porque na sua infinita
justica Deus n#o saberia privilegiar nem lugares nem direc-
¢des”; a homogeneidade e a infinitude é entfo expressa poeti-
camente: “o mundo nfio tem centro nem circunferéncia”.

Sobre outros atributos do espago como o seu cardcter li-
mitado ou ilimitado — a néio confundir com finito e infinito
— ou se é continuo ou descontinuo, se é real ou imagind-
rio ou qual a sua extensdo ou dimens3o, tdo pouco se pode

Figura 3. A ruptura com o mundo finite
numa imagem renascentista.

dizer que tenha havido unanimidade; sendo finita a dimen-
s30 nio seria isso uma limitagio divina? e porque ndo con-
ciliar “uma extensdo a um tempo infinita e nula — como
Deus”? A tridimensionalidade, definitivamente aceite no
século XVII, ndo é também alheia a argumentagdo religiosa.
A mecanica newtoniana acabaria por consolidar uma con-
cepcio de espaco em voga praticamente até ao aparecimen-
to da teoria da relatividade: um atributo considerado essen-
cial é o cardcter absoluto do espaco, ou seja a sua existéncia
independente dos corpos, um espago-receptdculo, portanto,
mas mais do que isso pois segundo Newton (1642-1727): “o
espaco é o sensorium — o sistema nervoso — de Deus”. Sem
corpos o que sobraria seria o espago; nio deixa por isso de
ser curiosa a opinido do inventor da mdquina para fabricar
o vazio ou seja da maquina pneumdtica, conhecida na épo-
ca por “maquina filoséfica”; segundo aquele contemporaneo
de Newton: “o espaco vazio nio é sendo o préprio Deus”.
O espaco absoluto de Newton é um espago coordenatizdvel
em que cada ponto fica descrito por uma sequéncia finita de
nimeros; para‘descrever a posicio de um ponto material se-
riam necessirios apenas trés niimeros mas para a descri¢io
do seu estado mecanico seriam apenas necessdrios seis: trés
para a posiciio e trés para a velocidade.

Mas a ideia de espago absoluto viria a ser posta em cau-
sa; para Poincaré (1854-1912), um dos precursores da teo-
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ria da relatividade, “quem falar de espaco absoluto empre-
ga um termo sem significado”. Um pouco antes j4 Riemann
(1826-660) se insurgira contra o “espaco-recepticulo” sus-
tentando que “o espago ndo € uma casa alugada a matéria”.
Para Einstein (1879-1955) a dependéncia do espago e da
matéria é tal que esta o pode “encurvar” e certas por¢des de
espaco singularmente encurvadas — os buracos negros —
mais nfo seriam afinal do que matéria. Enfim, em que me-
dida é o espaco independente do tempo? Para Isaac Barrow
(1630-77), professor de Newton e grande impulsionador do
célculo infinitesimal “o espago é a expressdo da omnipre-
senca divina e o tempo, é a expressio da eternidade divi-
na”. Esta visdo mistica do espago e do tempo nada tem a ver
com o ponto de vista de Minkowski (1864-1909) que em
1908 introduz nestes termos o conceito de espago-tempo:
“Daqui em diante os conceitos de espaco e de tempo, con-
siderados como auténomos, vdo desvanecer-se como som-
bras e somente se reconhecerd existéncia independente a
uma espécie de unido entre os dois”. Do que nfo ha ddvida
é que se recorre a um conceito de espago, seja ele qual for,
para organizar um conhecimento, em sentido lato. O espaco
e o tempo sdo para Kant (1724-1804) intuigdes puras que
organizam as sensagdes e tornam possivel o conhecimento;
para Kant “o espaco nfio é um objecto mas sim um modo
de perceber os objectos”. Afinal de contas quer o espago de
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Figura 4. Esquema vsual para figurar o espaco absoluto fridimensional.

seguranga da crianga, o espago-lugar de Aristételes, o espa-
¢o-universo infinito do fim do Renascimento, o espago-re-
cepticulo de Newton, o espago-tempo de Minkowski e o
espaco-tempo curvo de Einstein conduzem todos a formas
de perceber a inteligibilidade das coisas. Talvez tenha sido
Leibniz (1646-1716) quem melhor que ninguém tenha sido
capaz de englobar numa s6 férmula todas as concepcdes de
espaco: spatium est ordo coexistendi, ou seja, o espaco € a or-
dem das coisas em si, nfio é substdncia mas fenémeno de re-
lag&es, ndo é sendo ordem e relagfo.

E significativo que Leibniz d& como exemplo de espaco
uma arvore genealdgica, na qual participariam os ascenden-
tes, os parentes mesmo longinquos e os descendentes mes-
mo futuros, todos coexistindo nfo no espago e tempo fisicos
mas no “espaco da drvore genealdgica”. O espago fisico se-
ria, quando muito, mais um exemplo de espaco, chegando
até Leibniz a referir-se & “quimérica hipétese da realidade do
espago [fisico] em si”. A falta de unanimidade na concep-
cio de espaco reflecte afinal a necessidade de adequacio do
quadro conceptual geométrico A natureza das questdes em
jogo. Nio ¢ pois de estranhar que em geometria se estudem
espacos com diferentes propriedades tteis ora em estudos de
mecanica, ora no estudo das particulas eleméntares ou quicd
até no estudo da linguistica. Para o gedmetra, o conceito de
espaco depende do tema em estudo.
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Figura 5. firvere genealdgica do dramafurge Anf@nio Josg da Silva. conhecido por "o Judeu”. gueimado vive pela Inquisicdo em Lishoa. em 1733.

Al geomeria como sisfema dedufivo

fl import@ncia do jogo

Ao observar as criangas a brincar concordaremos que em
geral intervém duas componentes: o “faz de conta” e as “re-
gras do jogo”. Deixando de parte o porqué da brincadeira, a
sua finalidade e utilidade; poderemos reconhecer naqueles
dois elementos como que os vestigios primitivos do método
axiomdtico. O jogo é realmente um faz de conta voluntdrio
com regras provisoriamente aceites. Embora ndo seja apenas
isso, pois comporta em geral elementos aleatérios ou seja o
factor “sorte” que lhe aviva o interesse e pressupde em ge-
ral “adversdrios” e consequentemente “luta” e “vencedores
e vencidos”. E certo que nenhhm destes elementos é total-
mente estranho 2 actividade matemética — como activi-
dade humana que é — mas interessa-nos agora aqui apenas

apontar para o cardcter embriondrio de um sistema dedutivo
que resulta da atitude do “faz de conta” e da aceitacfio das
“regras do jogo”.

Se entendermos as “regras do jogo” no sentido lato —
“s6 pode falar um de cada vez” ou “o jogo comega depois de
ele contar até vinte” — concluiremos que as mesmas regras
se aplicam a diferentes contextos mas isso continua mesmo
vélido entendendo-as no sentido estrito do “faz de conta”
“agora sou eu o rei” ou “vocés sdo os bandidos e nés os po-
licias” ou “hoje o meu paldcio € este canteiro e o teu aque-
le ramo de 4rvore”. Em geral o olhar indulgente do adulto
a0 ver brincar assim tdo sensatamente as criangas, deve-se
a ideia que as dramatiza¢des necessdrias ao “faz de conta”
ajudam ao desenvolvimento:psicolégico e fisico pelo enri-
quecimento que resulta das experiéncias vividas, e a con-
templacio do preceituado nas “regras do jogo” favorece o
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Figura 6. Jogos infantis.

desenvolvimento intelectual e social da crianga, obrigada a
tomar decisdes e a ajudar os outros ou a esperar ajuda deles.
E por demais evidente onde queremos chegar: as regras do
jogo sdo o esboco de uma axiomdtica e o faz de conta colec-
tivo constitui um esbogo de um seu modelo. Tal qual como
sucede em matemdtica sé o exercicio das regras do jogo em
diferentes modelos conduz a sua listagem abstracta. S6 brin-
cando “as lojas”, umas vezes comprando outras vendendo,
se descortinam as regras do “comércio” tal como s6 depois
de operar com os ndmeros inteiros e depois de calcular com
polinémios ou matrizes se alcanga o conceito algébrico de
anel: A interiorizacdo das regras de jogo faz-se jogando atra-
vés de modelos seus. As “boas” regras das estruturas mate-
madticas sé surgiram depois de uma prolongada actividade
com modelos que a posteriori as ilustram; 0 mesmo se passa
nos jogos infantis. A aceitaciio de uma proposta para jogar
um jogo novo depende do grau de confianca que inspira o
proponente ou da experiéncia dos que sio convidados a jo-
gar; 0 mesmo se passa nos sistemas axiométicos. De qual-
quer modo aceitar jogar com dadas regras de jogo num mo-
delo particular exige, quer se trate de um jogo infantil ou de
um sistema axiomdtico, uma forte capacidade de imagina-
¢do e'imaginar é essencialmente abstrair: imaginar exige de
quem o faz, nfo ver tudo o que se vé e ver algo do que ndo se
vé. Esta é alids a caracteristica principal da ciéncia moderna

Um grupo é determinado por um conjunto G ¢ uma operagéo
em G de ral forma que:

% sgja associativa,

# possua um elemento neutro;

Todo o elemento de G tenha um oposto com relagéo a =.

Um espago topologico é determinado por um conjunto E e um
conjunto de partes de E chamadas abextos de tal forma que:
Toda a reunido de abertos seja um aberto;
A intersecgao de dois abertos seja um aberto;
O conjunto E ¢ o conjunto vazio s¢jam abertos.

Um plano segundo Euclides é deter do por um conjunto I1
cyjos elementos tém o nome de pontos ¢ por um conjunto de par-
tes de I1 chamadas vectas de 1al forma que:

Dados dois pontos distintos A e B exista uma imica recta
a qual pertengam A ¢ B,

Dados dois segmentos AB e CD exista um unico ponto E
tal que B esteja entre A ¢ E ¢ CD s¢ja congruente a BE;

Todos os angulos rectos sgjam congruentes entre si;

Para toda a recta r ¢ todo o ponto P ndo pertencente a v,
exista uma imica recta s passando por P ¢ paralelaar.

Figura 7. Axiomaticas da feoria dos grupos. da feoria dos espacos fo-
poldgicos e da geomelria plana de Euclides.

que como se sabe teve o seu ponto de viragem com a mate-
matizagdo do real feita por Galileu (1564-1642).

Pretender inculcar num jovem a capacidade de abstrair
tendo-lhe coarctado a possibilidade de imaginar durante a
sua infancia é pretender ensinar mdsica as pedras. De quem
se tolheu, em pequeno, o passo natural ao pensamento abs-
tracto, s6 pode esperar-se em adulto pensamentos abstrusos.

0 ensino da geomefria e 0 mefodo axiomatico

Os Elementos de Euclides serviram durante séculos como pa-
radigma dos sistemas dedutivos e foram acima de tudo um
pretexto para ensinar légica, sendo a geometria sobretudo o
veiculo desse ensino e ndo, em geral, a finalidade em si. In-
vocava-se a geometria euclidiana pelo seu cardcter formati-
vo e pela sua ligagio ao real. Do ponto de vista axiomdtico
moderno faltava porém & geometria euclidiana uma carac-
teristica essencial para a valorizar como teoria axiomética: a
variedade dos modelos da teoria. O valor da obra de Eucli-
des residiu antes de tudo na elegincia e rigor de que se in-
vestiu aos olhos da histéria,“durante séculos. Mas a relativa
extensdo da lista de axiomas da geometria euclidiana res-
tringe a possibilidade de dispor de uma grande variedade de
modelos e faz com que os teoremas demonstrados s6 possam
ser ilustrados num ou dois modelos realmente significativos
da teoria. ’
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Figura 8. Esbogos de graficos de fungdes.

Ora hoje em dia o valor de uma teoria axiomdtica mede-
-se sobretudo por um critério econémico: como o0s teotremas
demonstrados em certa teoria valem para todos os seus mo-
delos, sdo as teorias com maior variedade de modelos as que
se traduzem numa maior economia de tempo no que a trans-
missio do saber se refere. Ao desenvolver a teoria dos es-
pacos vectoriais, por exemplo, evita-se ter de repetir certos
resultados no quadro dos polinémios, das matrizes, das fun-
¢Bes ou dos vectores, na medida em que o que estd em jogo é
apenas a estrutura de espaco vectorial. Por outro lado desde
que a partir do século XIX se foram introduzindo sucessivas
teorias axiomdticas — teoria dos grupos, teorias dos espagos
topoldgicos, vectoriais, métricos, por exemplo — algumas
delas foram parecendo de inclusfo mais vantajosa no ensino
do que a geometria euclidiana.

Os moldes em que se passou em todo o mundo a pro-
cessar o ensino da Anélise Matematica e da Algebra Linear
retiraram & geometria o papel quase exclusivo que chegou a
ter na formacio do pensamento matemdtico na escola. To-
davia a tendéncia abstractizante que integra esses moldes re-
forcou a importancia da geometria como ponte para o real,
tornando-a a nivel elementar um verdadeiro corddo umbili-
cal. Na segunda metade do século XX a inclusio de temas de
geometria — ndo s6 nem sobretudo de geometria euclidiana
— em cursos de nivel mais avangado deve-se antes de mais
a possibilidade de emprestar as fortes intuiges que nela ra-
dicam & compreensio da arquitectura de dreas abstractas da
ciéncia, jd sé relacionadas com o real de modo indirecto.
N3o se invoca ao incluir esses temas nem a questdo da for-
magio da mente nem a relagio com o real, nem sequer o
acréscimo de informacfio resultante da consideracfio desses
temas. Usa-se geometria em fisica das particulas ou em teo-
ria dos cédigos, ou em programagio econdmica ora por ser
cémodo ora por ser imprescindivel pensar geometricamente
nessas dreas.

(#9) —> 3=3(0y)

% + — )= (aeh), yut), 3)

Geomelria e pensamento geométrico

Como aprender geometria?

Como nunca é demais repetir, 0 mais importante em geo-
metria é o pensamento geométrico e é portanto sobretudo
no exercicio progressivo dessa forma de pensar que consiste
a aprendizagem da geometria. Mas seria errado confinar esse
exercicio aos contetidos tradicionais da geometria, em par-
ticular ao reportério da geometria euclidiana. Uma das ca-
racterfsticas da matemadtica axiomatizada e em particular da
geometria é o facto de se constituir em linguagem univer-
sal ou seja: é possivel us-la, ganhando sentido, em terrenos
distintos, provocando um enriquecimento de perspectivas
e de métodos: na anlise funcional usam-se ideias geomé-
tricas, por exemplo no quadro dos chamados espagos de
Hilbert — espacos de dimensfo infinita fundamentais em
mecénica quantica. Para Dieudonné (1906-92), “as trans-
feréncias da intuicio” explicam o dominio universal da geo-
metria. O pensamento geométrico, assente em fortes intui-
cBes espaciais da nossa infancia, desenvolve-se através de
certas estruturas que guardando a marca da sua remota ori-
gem, permitem um tu-c-tu-14 familiar embora consciente-
mente ficticio, que por vezes pode levar-se muito longe.

Ao pensar numa funcio continua f : R — R,z +— f(z),
arbitrdria, quase mecanicamente desenhamos um gréfico
qualquer embora f possa ter um gréfico completamente di-
ferente. Ao pensar num conjunto arbitrdrio M imaginamo-
-lo como um espaco cujos pontos representam os elementos
do conjunto embora, M possa ser um conjunto de rectas ou
de matrizes.

As estruturas geométricas ao poderem ser interpretadas
neste jogo de ficcio ajudam a “ver” ou como dizia Platdo
(427-347 a.C.), “a geometria conduz a alma a verdade”. Ra-
ciocinar geometricamente, é por assim dizer raciocinar so-
bre objectos abstractos como se eles fossem concretos; das
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Figura 9. Representacdo simbdlica de um conjunto e de elementos seus.

figuras que usamos em geometria, teoricamente dispensaveis
embora de grande ajuda, nio podemos retirar porém o que
é abusivo... Na realidade o mesmo sucede em toda a teoria
axiomatizada: dos objectos “concretos” apenas conservamos
as propriedades formalizadas nos axiomas, considerando as
outras irrelevantes — para certos fins em vista. O “concre-
to” é, neste sentido, apenas um grau do “abstracto”.

Ao cardcter mais “préximo” dos objectos de partida da
geometria ndo serd alheio o ter-se ela constituido na primei-
ra teoria axiomadtica, paradigma formal do pensamento geo-
métrico. Consideremos um exemplo simples: em fisica para
descrever o movimento de um péndulo simples recorre-se a
uma circunferéncia graduada para parametrizar as diferentes
posicdes através de um angulo.

Em se tratando de um péndulo duplo articulado o me-
lhor é representar cada posicio através de um ponto num
toro bidimensional visto que hd dois 4ngulos a referenciar
em simultaneo.

Figura 11. A posicdo de um péndulo duplo & descrifa por
um ponto sobre um foro.

Figura 10. A posicdo de um péndulo simples & descrita por um ponto
sobre uma circunferéncia.

E claro que se apenas se considerarem pequenas osci-
lagBes que nio envolvam rotagdes em torno dos pontos de
suspensdo, um simples rectdngulo seria suficiente para assi-
nalar as posigdes.

Ao estar em movimento, as sucessivas posicdes do du-
plo péndulo correspondem a uma trajectéria no toro. O es-
tudo do movimento do duplo péndulo corresponde, assim,
ao estudo de um sistema dindmico ou campo de vectores no
toro, de forma que partindo de um ponto no toro — ou seja
de uma posigio particular do duplo péndulo, todo o futuro
mecanico do sistema é descrito por uma linha de corrente
desse campo de vectores. Uma fun¢iio numérica da posicio
do duplo péndulo (a distincia do segundo péndulo ao pon-
to de suspensdo do primeiro, por exemplo) corresponde a
uma funcfio numérica definida no toro. E claro que sé uma
certa familiaridade com o toro nos permitird raciocinar com
as trajectdrias nele desenhadas e tirar conclusdes mecanicas
sobre o movimento do duplo péndulo. Vemos através deste

2

Figura 12. As pequenas oscilagdes do pendulo duplo sdo descrifas
por ponfos de um rectangulo.
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Figura 13: Represenfacdo de uma circunfer@ncia, de um foro bidimensional e de um foro fridimensional

afravés de um segmento. de um gquadrado e de um cubo.

exemplo o modo como frequentemente se usam 0s objectos
geométricos: modelando situagdes do mundo real eles tém
o papel de sombras ou “duplos” que simulam a realidade —
isolando apenas o que se pretende estudar — e o estudo des-
sas sombras fornece dados sobre a realidade, em geral mais
complexa.

Aprender geometria, hoje, seria inttil para a maioria das
pessoas se elas se interessassem pelos objectos geométricos
apenas na medida em que-eles aparecessem directamente no
mundo real. O estudo do toro e da sua geometria — qual é
a trajectéria mais curta (a geodésica) entre dois pontos ar-
bitrarios do toro?, por exemplo — justifica-se, portanto, por
ser ele o espaco adaptado a intimeros problemas, que podem
ser bem mais importantes do que o fabrico de cAmaras de ar,
que nio exige certamente nenhum estudo profundo sobre a
geometria do toro. Para ilustrar melhor este aspecto consi-
deremos um triplo péndulo que é do ponto de vista mecani-

10

co uma coisa bem simples; as suas posi¢des sio porém des-
critas por pontos de um toro tridimensional que certamente
nunca ninguém viu na natureza, embora, nfo seja dificil ao
geémetra imagina-lo. Se pensarmos um pouco compreende-
remos que uma circunferéncia se pode interpretar como um
segmento — representado pelo intervalo de ndmeros reais
I = [0, 1] — cujos extremos sdo identificados. Um toro bi-
dimensional interpreta-se como a superficie de um quadra-
do — representado pelo produto cartesiano I x I — cujas
arestas opostas foram convenientemente identificadas, e o
toro tridimensional é afinal um cubo sélido — representa-
do pelo produto cartesiano I x I x I — cujas faces opostas
foram convehientemente identificadas. A evolucio meca-
nica do triplo péndulo é, pois, descrita por uma trajectéria
no toro tridimensional que ndo é preciso “ver” para imagi-
nar; ao fazé-lo estamos a penisar geometricamente no fend-
meno mecanico do triplo péndulq. Para aprender geometria
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é essencial desenvolver este poder de representacio: o triplo
péndulo — que se “v&” — simula-se comodamente com um
toro tridimensional — apesar de nfo se “ver” — e para de al-
guma forma o “ver” simula-se de novo mas desta feita com

um familiar cubo.

Como ensinar geomelria?

Antes de mais: que geometria ensinar? De uma publicacio
da UNESCO — o erganismo internacional tutelado pela
ONU vocacionado para as questdes de educaciio e cultura
— respigamos esta confissdo: “De todas as decisdes a tomar
no quadro de um projecto de ordenamento dos programas
escolares quanto as escolhas dos contetdos, a mais contro-
vertida e a mais dificil de defender é em geral a que respeita
a geometria”. E porqué? Pensamos que a maior unanimidade
na escolha e ordena¢fio dos temas conducentes 2 transmis-
sdo de conhecimentos de aritmética, dlgebra e anilise a ni-
vel escolar se deve sobretudo a uma concepcio ultrapassada
do papel da geometria no pensamento cientffico.

Deve-se esta concepcio a divulgacio de uma imagem
da geometria ligada a0 mundo cléssico e desligada do mun-
do actual. Vamos analisar brevemente esta atitude. Por um
lado, o excessivo volume de material elementar em geome-
tria, acumulado durante séculos, como resultado do papel
proeminente que ela teve no ensino, tornou-se em grande
parte obsoleto devido 2s inflexdes de rumo da ciéncia e da
técnica. Tornar-se-ia deste modo dificil proceder a uma se-
lecgio, curiosamente por excesso de oferta; qualquer esco-
lha desse material tenderia a parecer arbitraria. Trata-se ob-
viamente de um falso problema pois o verdadeiro problema
reside em saber tirar partido de questdes de outras dreas —
dentro e fora da matemdtica — para pretextar a forma geo-
métrica de pensar. E hd que reconhecer que tal como sucede
a um bom médico ou a um bom mecénico de automéveis o
volume de conhecimentos necessério para ndo ser surpreen-
dido na vida profissional ¢ bem maior do que o necessdrio
— em geral pouco — para resolver cada caso pontualmente.
E por isso que hé quem diga que aquele acervo de saber € lo-
calmente indtil e globalmente indispensavel. E o que suce-
de com a geometria. Os temas geométricos a ensinar podem
ser muitas vezes justamente considerados como jogos indteis
em si, mas se pensarmos neles como pretexto para o “pensar
geometricamente” compreenderemos por que s3o indispen-
sdveis. Por outro lado o poder politico € a comunicagio so-
cial, atribuem um cardcter mais indispensével, no dia a dia
da vida moderna, aos conhecimentos de aritmética, dlgebra
e andlise ou até de estatistica que aos de geometria; essa pos-
tura devendo-se 2 ideia de se entender por “geometria” ape-
nas o seu contetddo tradicional sem comprender a relevancia
do pensamento geométrico no pujante desenvolvimento da
dlgebra e da anélise, o que torna impossivel a sua compreen-
s80 a nivel escolar sem o recurso a fortissimas intuicdes geo-

métricas. Tal atitude, verdadeiramente caricata, é s6 com-
pardvel 2 atitude de considerar que ja nfio é tdo importante
saber ler ou saber andar porque hoje em dia dispomos de te-
levisdo e automével.

Nio temos dtvidas em afirmar que o apagamento, se nfo
a exclusfo, da geometria no ensino da 4lgebra e da andlise
remetendo-a a um corpo isolado de conhecimentos, estd na
origem de boa parte do insucesso escolar em matemdtica,
tornando estupidamente dificil e contra natura a aquisi¢io
de conhecimentos de 4lgebra e de anilise e tornando odiosa
a geometria.

Independentemente do conteddo dos temas que devem
configurar um qualquer programa de geometria a nivel ele-
mentar o mais importante € o uso da geometria como con-
traponto dos temas matemdticos mais dridos do ponto de
vista dos estudantes, porque menos intuitivos.

Em matemadtica, dedugfio e intuigio sio insepardveis e
nfo ter em conta este aspecto é caminhar para o fracasso.
Porém como é bem sabido a intui¢io descontrolada con-
duz aos maiores abusos e frequentemente, quando erigida
em método dnico, sob o pretexto de ser uma fonte privile-
giada para inteligir as coisas esconde apenas uma incapaci-
dade para raciocinar dedutivamente. E é a dedu¢dio que pelo
seu rigor, pde cobro aos desvarios a que pode conduzir a in-
tuicdo. A intuicdo é a voz do atrevimento e da invengdo e a
dedugiio a da prudéncia e do controlo. Quando se pensa em
ensino ambas as coisas sdo necessdrias. Ao aluno que estu-
da tem de ser dada a ocasido para tirar partido da intuicdo
sem que ela constitua um talismi e tem de ser dada a oca-
sifio para tirar partido da deducfio sem que ela constitua para
ele um freio. E preciso, em conclusdo, fazer entender ao es-
tudante que em matemdtica a intui¢iio conduz ao verosimil
e daf a dedugdio conduz ao verdadeiro, tornando possivel o
repto de fazer previsdes, sondando o ignoto e nele agindo
eficazmente.

Ora além de ser a geometria o terreno privilegiado para
desenvolver a intui¢io — nisto reside a forga do pensamen-
to geométrico — sucede que os excessos da intui¢do sdo nela
o mais das vezes facilmente detectéveis. E por isto, mais do
que pelo seu contetdo programético que a geometria é in-
substituivel no ensino, embora os contetidos cldssicos da geo-
metria se revelem particularmente recomenddveis no plano
da formagio estética e cultural do futuro cidaddo, sendo tdo
insensato sonegé-los como o seria nfo lhe facultar o conhe-
cimento da cultura literdria cléssica, por exemplo.

Se a0 ensinar geometria nunca, mas nunca, a dissociar-
mos do seu contetido humanistico, teremos sabido fazer des-
se ensino um meio formativo de cultura, ttil e indispensavel
a todos.

Paulo Almeida
Instituro Superior Técnico
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