fl Matematica e o sev valor est@lico infrinseco

A relacdo entre a Arte e a Matemidtica nfo é facil de carac-
terizar. A fiabilidade de uma tal caracterizacio depende, em
parte, de uma resposta satisfatéria para as questdes “o que é a
Arte?” e “o que é a Matemitica?”. No caso desta tltima, pa-
rece mais ou menos consensual que uma definico satisfaté-
ria da sua esséncia, nfo se encontra disponivel. No caso da
Arte, ela pode ser descrita como um veiculo de contetidos esté-
ticos. Esta caracterizacio tem o mérito de definir o que quer
definir mas f4-lo claramente 2 custa de transferir todo o grau
de relativismo para a expressdo “contetdos estéticos”.

Ora, um dos primeiros principios estéticos: de gustibus
non est disputandum,! parece afastar-nos, definitivamente de
uma possibilidade de resposta, tal é o grau de subjectividade
introduzido. \

Em todo o caso, todos os principios estéticos envolvem
um jufzo de valor relativamente a um determinado tipo de
impressfo que a obra de arte causa em nds. Essa impres-
sfo varia amplamente desde a emocfo i razdo, envolvendo
desde os mais bdsicos instintos aos mais sofisticados actos
intelectuais. ‘

N3o parece adequado considerar a actividade matemati-
ca como uma manifestacfio artistica na sua esséncia, ja que

nfo constitui essencialmente num veiculo estético, possui
outros propésitos fundamentais. De certo modo contradiz
Espinosa: “[A arte consiste numa] qualquer criagio humana
contendo uma ideia que nfo seja o seu propésito utilitdrio.”

Seja como for, parece inequivoco que determinados as-
pectos da actividade matemdtica sdo susceptiveis de julga-
mentos de valor puramente estéticos.

Com a crescente utilizagio de computadores, a Matem4-
tica tem ganho espago enquanto meio de producfio artistica.
[sto, mesmo sem ter em consideragfio o facto de a genera-
lidade dos algoritmos presentes no software de produgio ar-
tistica utilizar, intensamente, ferramentas matemadticas que
abrangem campos desde a geometria diferencial e a 4lgebra
linear aos ndmeros complexos e aos quaternides, para men-
cionar apenas alguns.

Desde logo, em muitos casos, as representacdes visuais
de muitos objectos mateméticos possuem em si mesmas um
valor estético intrinseco, o que permite servir Matemadtica
como Arte, apenas com modificagdes menores.

Tal € o caso da capa do nimero anterior da Educacdo e
Matemdtica, elaborada tendo como base um objecto desig-
nado atractor de Lorenz. »
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Figura 1. 0 atracfor de Lorenz

A figura base é gerada a partir da representacio gréfica
da solugfio de um sistema de equagdes diferenciais, mais preci-
samente um sistema do tipo:

T’ = oy —z)
L=
z —ay-— B2

onde z, y e z sdo fungdes de uma varidvel ¢, e 2/, ' e 2/, sdo
as respectivas derivadas emrordem a ¢. As letras gregas o, p
e 3, representam pardmetros, ou seja, quando substituidas
por ntimeros reais concretos originam um sistema particu-
lar. Para p = 28 a solugiio tem um comportamento cadtico,
comportamento esse que se ilustra na figura 1.

Para obter a imagem final, foram utilizados certos pon-
tos daquela curva, calculados através de processos numéri-
cos. Um desses métodos é conhecido sob a designaciio de
método de Euler. Ilustramos o método no caso de uma tnica
equago: suponhamos que queremos descrever (em termos
discretos) uma solugio de uma equacio diferencial do tipo
z' = f(z,t) onde f(z,t) é uma certa expressio envolvendo
% e t, sendo que x é ela prépria uma funciio de ¢. De modo

z = f(zo,%0)(¢ — to)

T2 ~ f(21,t1)(t2 — t1)

71 & f(20,t0)(t1 — to) —

Zo

to

Figura 2. Calculo da solucdo aproximada

a obter uma solucfio especifica é necessario fornecer aquilo
que se designa de condicdo inicial, ou seja, fixar o valor x(to)
para certo ndmero ¢o. (Se f € bem comportada a teoria ele-
mentar das equagSes diferenciais garante a existéncia e a
unicidade de uma tal solucio.) Uma vez fixada esta condi-
o inicial, podemos determinar uma aproximacio da ver-
dadeira solucio.

Sabemos, considerando a equacio diferencial dada, que
2'(to) = f(z(to),t0) pelo que, tendo em conta que a recta
tangente (cujo declive em g é ' (tg)) é uma boa aproxima-
¢io local da solugdo x entdo, localmente, a recta de equaciio
y=f(z(to),%0)(t — to) & uma boa aproximacio da verdadei-
ra solugfio z(t). Assim, se considerarmos um ponto #; pré-
ximo de ¢y, podemos calcular uma aproximaciio de % (1),
usando a recta, ou seja, considerando

o(t) = f(l"(to)"_to)(tl — o).

Usando agora este valor de z(t;), acabado de calcular, po-
demos, como no caso anterior, usd-lo para calcular o valor
da derivada 2’ (%, ), prosseguindo deste modo todo o proces-
so (ver a figura 2). Assim sendo, é possivel determinar uma
boa aproximacio da verdadeira solucio, desde que conside-
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remos uma sucessdo de pontos tg, t1,ta, . - ., todos suﬁcien;
temente proximos uns dos outros. A

No caso da capada Educacad e Matemdtican® 93 foram uti-
lizados cerca de 50000 pontos t,, onde |t 41 — t,| < 1/100.

Um segundo exemplo

N3o € necessdrio recorrer a conceitos matematicos sofistica-
dos para obter objectos de valor estético reconhecivel. Nes-
te segundo exemplo utilizam-se figuras geométricas bdsicas
(setas e quadrados) e transformagdes geométricas (no caso,
dilatagBes e rotagdes). O plano é preenchido por 2500 fi-
guras, de cada tipo, dispostas numa reticula 50x50. Os qua-
drados e as setas, uma vez colocados em cada ponto dessa
reticula sfo sujeitos a transformagBes geométricas do tipo
referido.

Uma tal tarefa, como se prevé, é levada a cabo por um
computador, devidamente programado para o efeito. Na fi-
gura 3, pode observar-se um exemplo produzido usando o
software NodeBox que, consiste basicamente num interpre-
tador da linguagem de programagiio Python. Mesmo quem
ndo conhece a linguagem em detalhe pode reconhecer, na
esséncia, o comportamento do programa. Numa drea de
1000x1000 pontos, sio desenhadas setas e quadrados usan-
do uma reticula (como ja se disse). Essas figuras sofrem va-

Figura 3

Figura 4. Programa [em Puthon] que gerou a figura 3.

size (1000,1000)
foomimbaen mport o
T 00050, L 20, 0005)
stroke (0,0,0)
for 1 i1 range(50) ¢
F 020
for 5 in orange (500
0
seale (3% (cos (1) tsin(j)))
rotate (1+7)
strokewidth (random(.8) )
stroke (0,0,0)
eeet (20, w0, 20, 20)
arrow( x0, y0,40)
reset ()

riagdes de escala e rotagdes determinadas por certas fungdes
matemadticas, mais precisamente pelas fungdes

(z,y) — 3(sin(z) + cos(z))

(z,y) »z+y
respectivamente.

Este exemplo, de certo modo minimalista, revela, apesar
de tudo, a enorme potencialidade pl4stica que pode ser alcan-
¢ada recorrendo a ferramentas matemdticas elementares.

As potencialidades que resultam da utilizacio de nogdes
matemdticas como tintas e pincéis sdo indmeras. A utiliza-
¢do do computador, permitindo a implementagio de esque-
mas recursivos abre novas possibilidades que, de outro modo
seriam totalmente inacessiveis.

A Arfe e o seu valor matematico infrinseco

Em diversas ocasides, nogoes fundamentais em matemdtica
viram a sua génese localizada na actividade artistica.

O mais emblemdtico desses casos é, talvez, o desenvol-
vimento da geometria projectiva, baseado nos estudos sobre
perspectiva, enquanto método para obter uma representa-
¢io visual realista.

Nio nos ocuparemos aqui desse exemplo, em detrimen-
to de um outro, cuja matemdtica intrinseca &, atrevemo-nos
a dizé-lo, mais substancial. Falamos das pavimentag@es do
plano.

Do ponto de vista estritamente artistico, as pavimen-
tagdes constituem uma manifestagfio artistica ancestral. Os
exemplos que podem ainda hoje observar-se no mosteiro de
Alhambra (Séc. XIII-XIV) evidenciam um conhecimeno
notdvel das possibilidades combinatdrias desta técnica. Tal
facto surpreende-nos a todos do mesmo modo que surpreen-
deu Esher. Essas possibilidades podem ser descritas em ter-
mos de nogdes geométricas clédssicas que envolvem a nogio
de grupo de simetria.

Ainda mais surpreendente §é, certamente, o facto de a
geometria cldssica ser insuficiente para descrever a riqueza
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Pavimentagdo do plano por M. C. Escher

Figura 4

do universo das pavimentagdes. E essa surpresa que iremos
descrever.

Consideremos os dois ladrilhos L4 (designado ladrilho
grande) e S 4 (designado ladrilho pequeno) da figura 4 (7 re-
presenta o nimero de ouro). Qualquer pavimentagio do
plano usando aqueles dois ladrilhos designa-se por pavimen-
tagdo do tipo A. Como se vé na figura as arestas sdo orien-
tadas e os vértices coloridos. Isso sucede para impor certas
restricoes no tipo de pavimentagdes que se podem obter
usando aquelas duas figuras. De facto, iremos apenas consi-
derar aquelas em que, nos ladrilhos adjacentes, as arestas e
vértices ém que eles contactam tenham, respectivamente, a
mesma orientacfo e a mesma cor. Pode demonstrar-se que é
possivel pavimentar o plano desta forma e que as pavimen-
tagBes assim produzidas ndo possuem simetria translaccional

@
o - /TA*\
T+1
O
=

Figura 5

sendo, por isso, designadas de aperiédicas. Mais precisamen-
te, pavimentagdes aperiddicas de Penrose. No que se segue re-
ferir-nos-emos a elas simplesmente como pavimentagdes do
tipo A.

A partir de uma pavimentacgio T' do tipo A podemos,
iterando um processo algorftmico, obter uma infinidade de
outras pavimentagdes deste tipo,

T():T,Tl,TQ,...,In,... (TLEN)

A passagem de T, para T, 1 processa-se de acordo com o
que se descreve na figura 5. Ou seja, os ladrilhos pequenos
da nova pavimentacio, obtém-se unindo um grande e um
pequeno da anterior, tal como a figura descreve (segunda li-
nha). Depois de obtidos os ladrilhos pequenos da nova pa-
vimentagfo, através deste processo, alguns destes podem
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juntar-se com tridingulos grandes da anterior, originando um
tridngulo grande na nova. Os tridngulos obtidos dizem-se
dos tipos Lr 4+ € S; 4. Obtemos assim uma nova pavimen-
tagio T, 11 (ainda do tipo A), com tridngulos do tipo L, 4+
e do tipo Sy 4+ A razio para esta notacfio é simples: os tridn-
glosem T}, 11, tém agora lados cujo comprimento surge mul-
tiplicado por 7 e, como se pode observar, a orientaciio e co-
loragfio dos vértices é em Tj, 11, dual (ou seja «trocada»)da
de T, (figura 5). Em todo o caso, apesar desta alteracio de
coloragfo e orientacdio, continuamos a ter uma pavimenta-
¢do do tipo A.

Se considerarmos agora uma pavimentacio T e um tri-
angulo « ocorrendo nessa mesma pavimentaciio, podemos
fazer corresponder a ambos uma sequéncia (infinita) de ze-
ros e uns, (ag,a1,as,...) que denotamos por (an)nen de
acordo com o seguinte: @y, é zero ou um consoante o tridn-
gulo « ocorra na pavimentacio 75, dentro de um tridngulo
grande ou pequeno, respectivamente (figura 6). J4 que, pelo
processo que descrevemos, um tridngulo pequeno em T,
origina sempre um tridngulo grande em T, 1, isso traduz-se
na sequéncia através da observincia da seguinte lei geral:

(*)

Outro aspecto interessante reside no facto de, considerados
dois tridingulos o € 8 de uma mesma pavimentaciio T, exis-
te sempre um natural n tal que, em T}, os tridngulos a e
ocorrem dentro de um mesmo ladrilho. Do ponto de vista
das respectivas sequéncias (ay )nen € (by)nen, isso significa
que para k > n se tem ay = by.

an=1=apny1 =0.

Tn+1

\/

Se considerarmos o conjunto T de todas as sequéncias,
de zeros e uns satisfazendo (*), pode demonstrar-se que de-
correm de tridngulos e pavimentagdes de tipo A, como des-
crevemos atrds. Por outro lado, as sequéncias que correspon-
dem a uma mesma pavimentacio podem ser caracterizadas
facilmente, ou seja, dadas (ay,) e (by) em T, elas sdo deter-
minadas por uma mesma pavimentacio T se e s se existe
um natural k tal que n > k implica a,, = by,.

Definindo uma relagfio bingria no conjunto T de acordo
com, (an) ~ (by) se existe k tal que n > k implica a,, = by,
obtém-se aquilo que vulgarmente se designa de uma relacdo
de equivaléncia. O conjunto [ay,], constituido por todas as se-
quéncias em T equivalentes a (a,,), designa-se de classe de
equivaléncia de (a,,) e, pode ser visto como um representan-
te natural da pavimentacio T'. Ou seja, existe uma corres-
pondéncia biunfvoca entre as pavimentacdes de tipo A e as
classes de equivaléncia de sequéncias de T, cujo respectivo
conjunto se designa de conjunto quociente de T por ~ e se
representa por T/ ~ .

Aquilo que torna estes conjuntos quociente interessan-
tes é que se existe no conjunto original algum tipo de estru-
tura algebro-geométrica entio, a estrutura quociente como
que herda alguma dessa estrutura, numa forma que é previ-
sivel. Muitos objectos geométricos interessantes (por exem-
plo a banda de Mébius ou o plano projectivo) podem obter-
se deste modo.

Esta circunstincia parece permitir, no nosso caso, estu-
dar a estrutura do conjunto das pavimentacdes de tipo A, ja
que uma estrutura geométrica pode ser imposta em T, por
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via da consideragio de uma métrica dada por:

(en), ) = ——

onde n é o primeiro fndice em que as duas sequéncias
diferem.

O que torna esta situacio tio especial & que, contrarian-
do a situagéio cldssica, em que a passagem ao quociente reve-
la ainda uma estrutura geométrica rica e informativa, neste
caso, porém, isso é dramaticamente contrariado. A métrica
(ou se se quiser 0 modo de medir distAncias) induzida por d
no quociente € a pseudo-métrica’ definida do seguinte modo:
considerados dois elementos z e y de T (z e y sdo sequén-
cias infinitas de zeros e uns) consideramos sequéncias finitas
P1,P2, - -, pn de elementos de T, de tal modo que p1 ~ =
€ pn, ~ ¥, considerando entdo as somas

(**)  d(p1,p2) +d(p2,p3) + -+ d(Pp_1,7n)

para finalmente definir &’ ([z], [y]) como o menor valor pos-
sivel entre todas as somas que acabdmos de descrever.’ (Re-
corde-se a notago: [z] representa a classe de equivaléncia
de z sendo, por isso, um elemento do conjunto quociente
T/ ~.) Cada sequéncia pi, pa, . . . , Pp, como acima, descre-
ve um circuito, que conduz de x a y. Estamos a medir a dis-
tincia entre [z] e [y], considerando a menor distancia per-
corrida ao longo desses circuitos.

Aquilo que, em dltima instancia traduz a faléncia dos
métodos geométrico cldssicos na andlise da estrutura das pa-
vimentagGes de tipo A, é o facto de, dados dois elementos
quaisquer [z] e [y] de T/ ~, se ter sempre:

d'([], [y]) = ot1!

A razdo para este facto € simples, dadas duas sequéncias
(arn) e (bn), correspondendo a duas pavimentacdes, se elas
correspondem a duas pavimentagdes diferentes (e pode de-
monstrar-se que o conjunto de tais pavimentactes ¢ infini-
to) entdo, temos d((an), (b)) = 1/(k + 1), onde k ¢ a pri-
meira posi¢do onde as sequéncias diferem. Nesse caso pode
sempre considerar-se uma nova sequéncia (y») que difere
de (bn), apenas na posicio k, onde coincide com (an). Por
construgio, € claro que (y,,) ~ (b,) e que, por outro lado
d((an), (Yn)) < 1/(k + 1). Uma vez que este procedimen-
to se pode repetir o nimero de vezes que se quiser, € claro,
que a respectiva distancia se pode tornar tdo pequena quan-
to se queira. Tudo isto tem uma traduciio, no cendrio menos
formal que envolve directamente as pavimentagses. Embo-
ra exista um nimero infinito de pavimentagdes de tipo A,
a verdade é que dada uma qualquer configuraciio que ocorra
numa regido finita de uma delas, essa mesma configuracio
ocorre (um ndmero infinito de vezes) em qualquer outra, ou
seja, as pavimentagdes de tipo A ndo se podem distinguir
umas das outras localmente.

Retomando a relagdo (**), a conclusiio permitida é a de
que,‘0s métodos geométricos cldssicos aplicados & determi-
nago da estrutura das pavimentages de tipo A, nio distin-
gue essencialmente essa estrutura do espago geométrico que
possui um tinico ponto. A conclusdo de que existe essencial-
mente uma pavimentagdo de tipo A é muito forcada. Muito
embora qualquer configuragio local, que surja numa delas,
surja em todas as outras, recordamos que ndo existe simetria
translaccional, o que torna a conclusio pouco adequada e
amplamente insatisfatéria.

A geometria capaz de proceder a este tipo de caracteri-
zagdo, apesar de tudo, existe. Trata-se de uma invengdo rela-
tivamente recente, designada por geometria quantica ou geo-
metria ndo comutativa.

Classicamente, € possivel, associar a cada espago geo-
métrico (no sentido de Riemmann) uma estrutura matems-
tica vulgarmente designada de dlgebra. A teoria classica re-
velou que, de certo modo, a estrutura geométrica encontra
uma tradugiio na estrutura algébrica, tornando possivel es-
tudar a geometria na dlgebra. Acontece que as 4lgebras que
se obtém a partir dos espagos geométricos cldssicos possuem
todas uma propriedade, a comutatividade. Afortunadamente,
0s conceitos que permitem estudar geometria nas dlgebras,
generalizam-se a dlgebras que nfio sdo comutativas. Abrin-
do portas a novos espagos geométricos em que a nocio de
ponto deixa de ter significado. Esta nova geometria forne-
ce a chave para o estudo da complexidade do conjunto das
pavimentagGes de tipo A, mas a0 mesmo tempo fornece os
meios para o estudo da fisica quantica, o seu advento tem a
mesma relevancia que a descoberta de geometrias nfo-eu-
clidianas. Se estas, mostraram ndo haver razio para consi-
derar uma nogfio absoluta de espaco, j4 a geometria ndo co-
mutativa, veio mostrar que a geometria nfo é o estudo de
certo tipo peculiar de objectos, mas antes um método ou, se
se quiser, uma certa abordagem racional.

Néo menos surpreendente ¢ o facto de estes objectos
aparentemente simples, como sdo as pavimentagdes, e cujo
valor intelectual parecia restringir-se ao seu valor estético,
partilharem com realizagdes intelectuais sofisticadas (como
a fisica quantica) aspectos da sua natureza.

Notas
! Gostos nio se discutem.

2 Assim designada porque deixa em aberto a possibilidade de se ter
d(z,y) = 0 mesmo que z # y.

3 Em rigor esse minimo pode ndo existir, existindo contudo o res-
pectivo infimo mas, para os propésitos desta exposicio pode-
mos pensar em termos de minimos.
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