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Transformacoes Geomatricas

Rita Bastos

Quando nés, professores dos ensinos bésico e secundério,
falamos em transformacSes geométricas, de uma maneira
geral estamos a pensar nas isometrias — translagBes, rota-
 Bes, reflexdes e todas as compostas destas — e pouco mais.
Mesmo quando abordamos o conceito de semelhanga no
ensino basico, raramente trabalhamos o tema enquadrado
no das transformactes geométricas do plano ou do espaco.
Normalmente, limitamo-nos a falar de figuras semelhantes,
em especial tridngulos, e utilizar, em exercicios e problemas,
o facto de estas terem lados proporcionais e 4ngulos con-
gruentes. No ensino secunddrio, quando temos a oportuni-
dade de voltar ao assunto das transformagdes geométricas,
a propésito das operagSes com nimeros complexos ou da
comparacio de gréficos de fungdes da mesma familia, no

temos tempo para o fazer como seria desejavel. Isto ¢, ndo
temos tempo para por a ténica nas conexdes dos temas ma-
teméticos, que nos ajudam a compreender melhor a mate-
mética, a sua natureza e as suas aplicagdes.

No entanto, justificar-se-ia que se desse muito maior im-
portincia as transformagdes geométricas, em primeiro lugar
pela relevancia que elas tém na histéria da matemdtica re-
cente — veja-se o Programa de Erlangen, de Félix Klein,
que influenciou o desenvolvimento da matemética no sécu-
lo XX — mas também porque constituem um campo rico de
conexdes, uma ferramenta muito til para demonstragdes,
para resolver problemas e, de uma maneira geral, para racio-
cinar sobre o plano e o espago. »
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" Figura 1. Uma grelha quadriculada e a sua
sombra projectada pelo Sol,

o4

ponfo de luz

Oue transformacdes geomalricas?

O mundo das transformacdes geométricas é muito vasto.
Para além das transformacdes que melhor conhecemos — as
isometrias e as semelhancas — temos um sem nimero de
exemplos de transformagBes geométricas, com as quais 0s
nossos alunos poderiam tomar contacto, ndo para conhecer
0s seus nomes ou enumerar as suas propriedades, mas para se
aperceberem da riqueza desta drea da geometria e de que, tal
como noutros temas matemdticos, hd uma estrutura comum
por trés de tanta diversidade.

Pensemos, por exemplo, numa figura plana e na sua som-
bra num outro plano, o de uma folha de papel, por exem-
plo. Depois facamos coincidir os dois planos e observemos
a figura original e a sua transformada — a sombra. Qual ¢ a
transformaciio geométrica que estd aqui em causa’? Que rela-
(Bes geométricas sio preservadas pela transformacio assim
definida? Provavelmente, por esta altura, jd o leitor estd a
pensar na questio essencial desta situagdo: sombra originada
pelo Sol ou por um ponto de luz? E com toda a razéo, porque
no primeiro caso podemos considerar os raios do Sol parale-
los e, por isso, a transformagfio geométrica em causa ¢ uma
projecgiio paralela, que preserva o paralelismo e a razio en-
tre comprimentos de segmentos com a mesma direcgdo (fi-
gura 1); no segundo caso temos uma projeccdo central que
nfo preserva nenhuma destas relagdes, mas preserva a coli-
nearidade (figura 2).

A projecciio paralela é uma transformagio da familia das
afinidades, ou transformagdes afins, e a projeccdo central
pertence, conjuntamente com todas as afinidades, a familia,
mais alargada, das transformagBes projectivas. Entre estas
altimas, encontramos a perspectiva cénica ou dos pintores.

Um outro exemplo, muito interessante, € 0 que se pas-
sa com a reflexdo de um plano num espelho cilindrico. Cla-
ro que hé algumas dificuldades em materializar este tipo de
transformagtes porque os espelhos fisicos s6 reflectem de
um lado e ndo dos dois, como os espelhos matemdticos, mas
a nossa imaginag¢do e um programa de geometria dindmica
podem muito bem completar aquilo que vemos no mundo
fisico. )

A transformacfio a que nos referimos e que estd ilustra-
da na figura 3, a inversdo, ndo preserva a colinearidade, ao
contrario de todas as anteriores.
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| Figura 2. A mesma grelha quadriculada e a
sua sombra projecfada por um

Figura 3. A grelha quadriculada e a
sua fransformada por
uma inversao

Muitos sio os artistas que se t&m interessado pelos efei-
tos visuais produzidos por transformagdes geométricas (figu-
ras 4 e 5). Elas constituem, além do mais, um tema privile-
giado para estabelecer ligagBes entre a matemdtica e a arte,
muito para além do estudo da simetria, que j4 foi aqui refe-

_rido num outro artigo desta sec¢io'. Também no préximo

niamero desta revista, serd publicado um artigo de Eduardo
Veloso, sobre o tratado de perspectiva para pintores, de Pie-
ro de La Francesca e a sua pintura renascentista.

Rlguns aspectos matematicos das transformacdes geomélricas

Uma transformacfio geométrica é sempre uma fungio bijec-
tiva, de um espaco nele préprio. Nés, professores do ensino
bisico e secunddrio, trabalhamos apenas com as transforma-
¢Bes geométricas em que esse espago € o conjunto de pontos
do plano, muitas vezes designado por R?, dada a identifica-
o de cada ponto com as suas coordenadas, ou o conjunto

mais pegueno, de M. C. Escher, 197§,
podemos ver a transformada de vma pavimentacdo regular do plano
por uma transformagdo geoméfrica que Escher concebeu.

Figura 4. Na gravura Cada vez S [

| niimero 94




Figura 5. A perspectiva em ¢ fnunciacdo, Fra Qarnavnle. 1445—50
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. Figura 6. A rofagdo de cenfro 0 e amplitude 105°,
transforma o trigngulo ABC no frianguio A'B'C’,
mas tamb&m transforma o-ponto 0 nele proprio e
qualguer outro ponfo P do plano num ponto P fal

nida pelo vectorve R &
pelo eixo e.

que m[{~ POP'] = 105° e que OP = OP".

ob

de pontos do espaco tridimensional, também chamado R®.
Portanto, e dito de outra maneira, uma transformacfo geo-
métrica é uma correspondéncia biunfvoca do conjunto de
todos os pontos do plano (ou de todos os pontos do espago)
sobre si préprio. Este é um aspecto muito importante que €
muitas vezes esquecido, quando vemos escrito ou quando
dizemos, por exemplo, que “rodamos o trifingulo ABC”. Na
verdade a rotacio transforma nfo apenas o tridngulo ABC
mas todos os pontos do plano (ou do espago) em que este
estd contido, embora muitas vezes nos interesse apenas ana-
lisar as relages entre uma dada figura (o tridngulo ABC) e
a sua transformada por essa rotagio (figura 6).

Esta definiciio, de transformagfio geométrica como uma
aplicaciio bijectiva, é essencial para o que se segue: a opera-
¢lio composicio usual entre fungdes de qualquer tipo.

Dadas duas transformacdes geométricas do plano (ou do
espaco), o resultado da composi¢io das duas € a que se ob-
tém se aplicarmos uma a seguir & outra. Isto &, se T transfor-
ma o ponto P no ponto P’ e S transforma o ponto P’ em
P" a composta SoT transforma o ponto P no ponto P”. E
facil demonstrar que esta aplicagio é também uma transfor-
maciio geométrica do plano (ou do espago) e que a operagio
composicio tem a propriedade associativa, mas ndo a pro-
priedade comutativa (figuras 7 e 8).

Um resultado imediato do facto de termos exigido que
uma transformacio geométrica seja biunfvoca, é que toda a
transformaciio geométrica tem inversa. Isto €, é sempre pos-
stvel “voltar atras”, “desfazer” uma transformacfio, aplican-
do a sua inversa. Como é natural, a composta de uma trans-
formacfio com a sua inversa é a transformagfo identidade, a
que transforma cada ponto em si proprio. A transformagdo
identidade é o elemento neutro da operagdo composi¢io.

Posto isto, j4 todos os que nos estdo a ler devem ter re-
conhecido a estrutura algébrica que estd subjacente ao con-
junto de todas as transformagdes geométricas do plano (ou
do espaco) com a operagio composigio: € um grupo (ndo
comutativo). A observacio deste facto, juntamente com o
conhecimento que temos de outros grupos (os nimeros in-
teiros com a operacdo adi¢io, por exemplo), fornece-nos
imediatamente uma compreenséo, bastante poderosa, deste
tema.

. Figura 7. A'B°C° € o transformado de ABC pela
composta ToR, em que T € a translacdo defi-
a reflexdo definida

. Figura 8. 0 mesmo friangulo ABC. ago-

ra fransformado pela composta RoT. 0
resultado € diferente do da figura an-
terior, nao ha comutatividade.

E interessante, depois desta observacio, investigar que
subconjuntos de transformagdes constituem subgrupos da-
quele grupo, isto é, que também sdo grupos. Ou seja, quais
s3o as transformacdes que, compostas entre si, ddo origem a
transformacdes do mesmo tipo, que incluem a transforma-
o identidade e tal que todas tém inversa do mesmo tipo.
Por exemplo, pensando s6 nas transformag@es do plano:

Podemos dizer que a composta de duas translagdes é sem-
pre uma translaciio? E h4 alguma translacfio que seja igual a
identidade? Todas as translacdes tém uma translacfio inversa?
A resposta a todas estas questdes ¢ afirmativa (deixo ao lei-
tor que nunca pensou nisto o prazer de descobrir porqué), por
isso, 0 conjunto das translagdes do plano é um subgrupo do
conjunto de todas as transformagdes geométricas do plano.

Mas com as reflexdes j4 ndo se passa nada disto. A com-
posta de duas reflexdes ndo ¢ uma reflexo: € facil ver que a
reflexiio muda a orientaciio? das figuras, por isso, mudando a
orientaciio duas vezes sucessivamente, vamos obter uma figu-
ra com a orientaciio da primeira (figura 9). Entdo, o conjunto
das reflexdes do plano ndo é um subgrupo do grupo das trans-
formagdes geométricas do plano. Outra forma de chegarmos
3 mesma conclusiio é pela observacio do facto de nfo poder-
mos transformar cada ponto do plano nele préprio por refle-
xdo: a transformaciio identidade ndo pode ser uma reflexgo.

Deixo ao leitor o desafio de investigar que outras trans-
formacdes geométricas suas conhecidas constituem sub-
grupos, e também que tipo de transformagdes geométricas
se obtém quando se compdem duas que nfo pertencem ao
mesmo subgrupo. Esta estrutura, e a organizacgio das trans-
formacdes geométricas em subgrupos que preservam, ou dei-
xam invariantes, determinadas relacdes, revelaram-se tdo
importantes que foi com base nelas que Félix Klein propds,
em 1872, no célebre Programa de Erlangen, a unificagio e
classificaciio das geometrias®.

Assim, a geometria euclidiana é aquela em que duas fi-
guras congruentes s3o as que podem ser transformadas uma
na outra por uma isometria, ou seja, por uma transformacfo
geométrica que preserva as distdncias. Na geometria afim,
por exemplo, duas figuras sdo congruentes se houver uma
afinidade que transforme uma na otitra — como € o caso de
uma circunferéncia e uma elipse. Se demonstramos um te-
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ﬁgura 9. 0s trigngulos ABC e A'B'C” t@m orientacdes diferentes, mas o
friangulo A“B”C” tem @ mesma orientagdo de ABC. Ndo pode, por isso,
ser a imagem de ABC por uma reflexao.

orema para a circunferéncia onde s6 intervém propriedades
e relagdes invariantes nesta geometria, o teorema é vélido
para todas as elipses.

A geometria que engloba todas estas é a geometria pro-
jectiva que, podendo ser abordada na forma sintética, a um
nivel bastante elementar, é bastante poderosa nos métodos
de demonstraggio, nos resultados que nos permite obter e na
visdo unificadora que nos proporciona. Infelizmente, o mo-
vimento da Matemética Moderna acabou com ela nos cur-
sOs superiores, € em consequéncizi disso actualmente poucos
professores dos ensinos bdsico e secundério tém conheci-
mentos neste campo.

Transformacdes oeomalricas no ensino basico e no ensino
secundario

Na primeira parte deste texto, defendi que os alunos deve-
riam tomar contacto, desde cedo, com outros tipos de trans-
formagBes geométricas, que ndo sejam sé as isometrias e as
semelhangas. Estas dltimas podem ser trabalhadas pelos alu-
nos mais novos através de experiéncias em que observem,
representem e descrevam movimentos, ampliaces e redu-
¢oes, como € recomendado pelo National Council of Tea-
chers of Mathematics nos Principles and Standards for School
Mathematics. Exemplifiquei a abordagem de outras transfor-
magGes geométricas com a observacdo e representacio de
sombras, para o caso das transformacBes afins e projectivas,
e com o espelho cilindrico para a inverséo.

Mas devemos ter algum cuidado e, como professores, sa-
ber que estas duas Gltimas t8m uma caracterfstica especial
— & que ndo sdo aplicagdes bijectivas a ndo ser que se com-
plete o plano ou o espaco com pontos no infinito. Se esta
observagio ndo ¢ relevante para os alunos mais novos, a par-
tir de certa altura é importante que os alunos vio formali-
zando os aspectos matemdticos relacionados com as trans-
formagBes geométricas. E €, sobretudo, importante que os
professores conhecam bem as transformacdes com que estio
a trabalhar para saberem orientar os alunos na construciio
correcta das ideias.

As isometrias, que até agora tém integrado os progra-
mas do ensino bésico separadamente, devem ser trabalhadas

em conjunto porque é na comparacgio das suas propriedades
— pontos fixos, orienta¢fio dos originais e das imagens e ou-
tras — e nas composigdes e relagdes entre elas que reside a
tal estrutura que devemos ir progressivamente revelando aos
alunos, ao longo da escolaridade. Além disso, o estudo da si-
metria é o melhor ambiente para aprofundar as isometrias,
mas isso s6 € possivel se os alunos trabalharem com todas as
isometrias simultaneamente.

As semelhangas deveriam ser trabalhadas do ponto de
vista das transformacdes geométricas, talvez no terceiro ci-
clo, e constituem uma 6ptima oportunidade para se estabe-
lecer conexdes com as fungdes, nomeadamente as propor-
cionalidades directas, e para aprofundar o conceito de razdo.
De facto, o grupo das semelhangas caracteriza-se por deixar
invariantes as razdes entre comprimentos, 0 que correspon-
de a um conceito mais alargado de razéio que, geralmente, se
reduz a razdo entre ndmeros.

A algebrizagdo das transformacBes geométricas pode e
deve ser feita no ensino secunddrio, designadamente quan-
do se trabalhar com os nimeros complexos. Um programa
de geometria dinimica é um recurso excepcional para fazer
a conexdo entre a geometria e o corpo dos complexos, cone-
xH0 esta que torna ambos os temas muito mais poderosos na
resolugfio de problemas. Também no secunddrio se deveria
abordar as afinidades e, porque nzo?, alguns elementos de
geometria projectiva. O estudo sintético das cénicas seria
uma boa oportunidade para compreender um pouco da his-
téria da geometria desde a antiguidade até ao século XIX. A
geometria projectiva vem revelar a sua unidade e a geome-
tria analitica, finalmente — e sobretudo nunca partindo daf
— permite-nos deduzir as vérias equagdes que traduzem essa
unidade.

Notas

1 Ver Notas para o Ensino da Geometria — Sobre Simetria, no ni-
mero 88 da revista Educagdo e Matemdtica, paginas 9—11.

2 Estamos aqui a falar de orientagfio de 4ngulos ou de trifingulos.
Um tridngulo ABC, por exemplo pode orientar-se de duas ma-
neiras, que correspondem aos dois sentidos em que é possivel
percorrer a sua fronteira: de A para B para C; ou de A para C
para B.

3 Foi durante o século XIX que se deram os grandes desenvolvi-
mentos na teoria dos grupos, com Galois, na geometria projec-
tiva, com Poncelet, Chasles e Staudt, e nas geometrias ndo eu-
clidianas de Lobatchevski, Bolyai e Riemann, entre outros.
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