Introducao

A diferencia¢io dos curriculos de matemadtica nos diferen-
tes cursos do ensino secunddrio é um imperativo quando se
procura adequar a matemdtica a ensinar as necessidades da
formagfio face ao percurso que se anteveé para estes alunos. A
disciplina de Matemdtica Aplicada as Ciéncias Sociais inse-
re-se claramente nesta estratégia.

Entre os vérios temas a abordar, o capitulo de modelos
de grafos ajusta-se com particular evidéncia ao cardcter ge-
neralista da disciplina. A Teoria de Grafos, ainda que seja
uma drea de estudo de grande complexidade, apresenta van-
tagens que fundamentam a sua inclusfo no curticulo desta
nova disciplina. Referimos, por exemplo, a possibilidade de
ser trabalhada a diversos niveis de profundidade. Quando a
abordagem é de nivel introdutério, como é preconizado no
programa, torna-se acessivel & maioria dos alunos dado que
néo requer conhecimentos especificos de outros temas de
matemadtica, 0 que permite a muitos alunos entrar activa e
efectivamente no processo de descoberta de conceitos abs-

tractos da Teoria de Grafos a partir de exemplos simples e, s
vezes, divertidos. Ndo menos importante é o facto de cons-
tituir uma ferramenta importante na resolucio de um vasto
conjunto de situagdes probleméticas da vida real.

Como ¢ salientado no programa “estd fora de questio
uma introdugfo tedrica sistematizada da teoria de Grafos”.
Esta perspectiva, para além de possivel e interessante, assen-
te na construgio de representagdes e esquemas, favorece o
desenvolvimento de novos modelos. Este processo de cons-
trucfio apela permanentemente a criatividade de alunos e
professores.

Neste artigo serdo apresentados alguns exemplos que
nos parecem oportunos coma ponto de partida para a cons-
trugfio de alguns modelos de grafos.

A partir de uma simples representacfio grafica podemos
chegar facilmente a muitos dos conceitos e definigdes ele-
mentares. Desta forma, os alunos poderdo efectivamente
ensaiar a constru¢io destes novos conceitos e ser capazes
de os sentir. Como pretendemos mostrar ao longo do texto,
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Figura 1. Entregar pizzas

a passagem de conceitos espontineos para os conceitos for-
mais pode ser realizada de uma forma bastante natural. Esta
facilidade em integrar os novos conceitos contribui para au-
mentar o gosto e o interesse dos alunos por raciocinios abs-
tractos. Em nossa opinifio a falta de gosto e interesse estd na
origem do insucesso escolar na disciplina de Matemdtica,
por isso pensamos que haveria todo o interesse de introduzir
este tema nos curriculos de Matematica dos outros cursos do
secunddrio.

Iremos aqui referir apenas conceitos basicos de Grafos,
deixando em aberto a possibilidade de retomar este assunto
com a exploraciio de algoritmos para a resolugio de alguns
problemas de optimiza¢io em Grafos.

Conceitos iniciais

Um campo para construcio de exemplos, que pode ser inte-
ressante para a generalidade dos alunos desta faixa etdria, é
o das relacdes humanas onde os Grafos podem representar
muitas relacdes interpessoais, tais como: descendéncia; as-
cendéncia; afectos; organizacio empresarial; acessibilidades,
circulagfio e tantos outros.

Para introduzir o conceito de grafo e chegar a represen-
taciio “por um sistema de pontos e linhas unindo esses pon-
tos” (do programa) nada melhor do que partir de uma situa-
¢o que automaticamente leve a uma tal representagfo.

Exemplo 1. Propor que os alunos desenhem um esque-
ma do bairro onde fica a sua escola, representando os cruza-
mentos e rotundas por pontos e as ruas e avenidas por linhas
unindo esses pontos. Alguns vio a pé para a escola e, por
isso, podem considerar um grafo ndo orientado, outros irdo
de carro e, tendo que considerar o sentido de circulagio das
ruas, o seu grafo tem que ser orientado.

Exemplo 2. No grafo construido no exemplo 1 cada alu-
no marca qual o percurso que faz até chegar  escola. Apare-
ce, naturalmente, a defini¢io de caminho.

Para tornar a actividade mais atractiva pode-se usar
o mesmo grafo para um pequeno grupo de alunos em que
cada um deles marca o seu caminho com uma cor diferen-
te. Pode-se, entfo, averiguar quais os alunos que se podem
encontrar no caminho para a escola (caminhos partilhando
arestas) e quais os que s6 se podem encontrar a entrada da
escola.

Exemplo 3. Desenhar um grafo em que os wértices repre-
sentam os alunos e as arestas ligam os alunos que tém possi-
bilidade de se encontrar a caminho da escola. O exemplo 3
pode ainda ser usado para a introdugfio do conceito de grau
dos vértices, a partir do niimero de encontros que cada aluno
pode ter a caminho da escola, pois por cada encontro haverd
uma aresta incidente no vértice correspondente a esse aluno.

Exemplo 4. Na figura 1 representa-se o percurso de um
entregador de pizzas que sai do restaurante localizado no
vértice marcado com A, entrega 7 pizzas nos vértices marca-
doscom E, B, G, C, F, D e H e regressa ao restaurante. Ele
poderia ter feito outro percurso, entregando as pizzas noutra
ordem, mas fosse qual fosse o percurso teria sempre que vol-
tar ao vértice de saida, percorrendo um caminho fechado,
isto é que comeca e acaba no mesmo vértice.

O exemplo 4 permite introduzir o conceito de circuito e
também deixar a ideia de que, geralmente, h4 vérias hipé-
teses de formar um circuito e que se escolhe o que for mais
conveniente de acordo com os objectivos.

Exemplo 5. Quem gosta de quem? pode ser uma pergunta
que se faz a cada uma das pessoas de um grupo. As respostas
véo ser representadas num grafo orientado.
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Figura 2. Quem gosta de quem?



Figura 3. Grafo dos jogos

Este exemplo nfo deve, obviamente, ser construido a
partir de respostas dos alunos E mais simpético se for forne-
cido um grafo como o da figura 2 como sendo o resultado de
um inquérito que se fez num grupo de 6 pessoas.

A partir da andlise deste grafo pode-se introduzir os con-
ceitos de semigrau interior (ntmero de arcos que chegam ao
vértice) e exterior (ntmero de arcos que saem do vértice)
e relaciond-los com a popularidade dos membros do gru-
po. Um vértice com um semi-grau interior nulo represen-
ta alguém de quem ninguém gosta, pelo contrario o vértice
com maior semi-grau interior representa o membro do grupo
mais popular de quem toda a gente gosta. No exemplo apre-
sentado, o vértice p, com semi-grau intetior 5, corresponde
a pessoa mais popular, enquanto que o vértice s, com semi-
grau interior nulo e semi-grau exterior 1, corresponde a pes-
soa mais impopular.

Se os afectos forem todos reciprocos, isto é se a cada arco
corresponder outro de sentido contririo, pode-se represen-
tar o resultado do nosso inquérito por um grafo nfo orien-
tado. No exemplo apresentado esta situacio néio acontece,
pois hd arcos que ndo tém o seu correspondente em sentido
contrdrio. Por exemplo, existe um arco de s para p mas nfo
de p para s. ‘

Ainda sobre esta ideia, pode-se pedir aos alunos que de-
senhem um grafo em que os vértices representem as perso-
nagens da série Morangos com Acticar. Quase todos os ado-
lescentes conhecem o enredo desta série e sdo capazes de
construir o grafo dos afectos da série.

Embora o conceito de grafo completo n#o seja referido
no programa, pensamos que pode ser abordado até porque
se presta a ser tratado através de exemplos que os alunos co-
nhecem bem, como é o caso da organizacio de campeona-

Figura 4. Jogos que faltam

tos. Pode-se comecar com exemplos de futebol, normalmen-
te bem conhecidos pelos alunos.

Exemplo 6. O grupo de qualificacio para o mundial 2006
a que pertencia Portugal tinha 7 equipas, quantos jogos se
realizaram? O grupo de qualificaciio para o euro 2008 a que
pertence Portugal tem 8 equipas, quantos jogos se itfio rea-
lizar? E na primeira liga portuguesa de futebol com 18 equi-
pas, quantos jogos se realizam em cada volta? E se tivermos
uma liga com n equipas?

Provavelmente, muitos saberdo responder as perguntas,
mas é importante que reflictam sobre o processo pelo qual
chegaram a esse nimero. A ideia de que cada uma das n
equipas tem que jogar com as outras n — 1 leva ao con-
ceito de grafo completo em geral. A deduciio da expressio
n(n — 1)/2 para o niimero de arestas de um grafo completo
com n vértices é muito intuitiva. Pode-se ainda fazer notar
que todos os vértices tém o mesmo grau, n — 1.

Exemplo 7. Numa Escola Secundéria organiza-se um
campeonato de Futsal entre as 7 turmas do 11° ano. Cada
turma deve jogar uma dnica vez com cada uma das outras.
A certa altura sabe-se que: a turma A j4 fez 6 jogos; a B fez 5
jogos; a C e a D fizerem 3 jogos cada uma; aE e a F fizeram 2
jogos cada uma e a G ainda s6 fez 1 jogo. Serd possivel saber
que jogos fez a turma C? E quantos jogos faltam ainda fazer
ao todo?

Vamos desenhar um grafo em que cada vértice repre-
senta uma das 7 turmas. Vamos identificar os vértices com o
nome da turma correspondente, temos assim os vértices A,
B,C, D, E, Fe G. A relagio jogar com é simétrica, pois, se
A joga com B, entfo B joga com A, por isso pode-se repre-
sentar os jogos por arestas e obtém-se um grafo simples nio
orientado. Deste grafo conhecemos os graus dos vértices,
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Joana

Mae Pai
da Joana da Joana
Avo Avd Avd Avo
da Joana da Joana da Joana da Joana
Bisavd Bisavd Bisavo Bisavo Bisavé Bisavo Bisavo Bisavd
da Joana da Joana da Joana da Joana da Joana da Joana da Joana da Joana
Figura 5. 0s antepassados da Joana
Cavaleiro
Segismundo
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pai da Joana

Figura 6. 0s descendentes do Cavaleiro Segismundo

correspondentes ao nimero de jogos que cada turma efec-
tuou: gr(A) = 6; gr(B) = 5; gr(C) = gr(D) = 3; gr(E) =
= gr(F) = 2 e gr(G) = 1. A soma dos graus dos vértices é
6+5+3+3+2+2+1=22=2 x 11. Deste modo
sabemos que j4 se realizaram 11 jogos. Se se tivessem realiza-
do todos os jogos todos os vértices teriam grau 6 (grafo com-
pleto) e o nimero de arestas seria ((7 x 6)/2) = 21. Sabe-
mos assim que ainda faltam jogar 10 jogos.

Como a turma A fez 6 jogos, isso significa que ela jd jo-
gou com todas as outras, isto é, existem as arestas {4, B},
{A, C}, {A, D}, {A, E}, {A, F} e {A, G}. J4 sabemos que
um dos 3 jogos da turma C foi com a A. Também sabemos
que o dnico jogo da turma G foi com a A. Como a turma B
fez 5 jogos e nfo jogou com a G, ou seja, existem as arestas
{B, C}, {B, D}, {B, E} e {B, F}. Ficamos assim a saber
que a turma C também jogou com a B. As turmas E e F's6
fizeram 2 jogos cada e j4 sabemos com quem: A e B. Como

{

as turmas C' e D fizeram 3 jogos cada uma, como j4 sabemos
todos os jogos das outras turmas, temos que concluir que jo-
garam entre si. Isto é a aresta {C, D} estd no grafo.
Obtivemos assim os 3 jogos da turma C: com a A; com a
BecomaD.
Na figura 3 apresenta-se o grafo correspondente aos 11 jo-
gos j4 efectuados.

Se desenharmos agora um grafo com as arestas que fal-
tam a este para ser completo (grafo complementar) ficamos a
saber quais os 10 jogos que faltam.

Um outro €onceito que deve ser introduzido a partir de
exemplos é o de grafo conexo. Facilmente se percebe o con-
ceito: de cada vértice tem que ser possivel chegar a todos os
outros. Muito rapidamente se podem desenhar grafos orien-
tados ou ndo orientados que sejam ou ndo conexos. A este
nivel nfio nos parece ser necessdrio’ introduzir o conceito de
conexidade forte e, por isso, sugerimos que nos grafos orien-
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Figura 7. Uma Floresta

tados se chame conexo aquilo que em rigor se deveria cha-
mar fortemente conexo: de cada vértice existe um caminho
para cada um dos outros.

firvores

Uma boa maneira de introduzir o conceito de drvore é atra-
vés das relagdes de descendéncia e ascendéncia. Alguns alu-
nos saberfio 0 nome dos avds e avés e alguns talvez saibam o
nome de alguns dos bisavos. Cada um pode construir a 4rvo-
re dos seus antepassados até onde saiba os nomes.

Exemplo 8. A Joana pesquisou na Torre do Tombo os
seus antepassados até ao século XVII. Para organizar a in-
formacfo, a Joana construiu um esquema em que se coloca
a si num vértice depois liga esse vértice a outros dois vérti-
ces que representam o seu pai e a sua mie, depois cada um
destes com o seu pai e mie e por af fora até aos antepassados
que viveram no século XVII, entre estes encontra-se o cava-
leiro Segismundo.

O que € este esquema que a Joana fez? Uma drvore bi-
ndria. Na figura 5 desenha-se o inicio desta 4rvore. Pode-se
aproveitar para deduzir quantos nés ha em cada nivel. Nzo
é dificil levar os alunos a perceber que o nimero de nés de
um nivel é o dobro do nimero de nés do nivel anterior.

Exemplo 9. Podemos construir outra drvore com a des-
cendéncia do cavaleiro Segismundo (figura 6). Esta j4 ndo
é uma drvore bindria, pois o grau de cada né dependera do
ndmero de filhos que cada descendente do cavaleiro tiver.

O conceito de floresta estd intimamente ligado ao con-
ceito de drvore. Ao definir uma floresta como um conjunto
de drvores os alunos perceberio imediatamente o conceito.

Exemplo 10. Na figura 7 desenhamos um grafo, com as-
pecto divertido, que é uma floresta: Grafo ndo conexo em
que cada componente conexa é uma 4rvore.

Exemplo 11. Na figura 8 pergunta-se: é uma drvore ou
uma floresta? Alguns, mais distraidos, vdo responder flores-
ta, uma vez que nfo reparam que na realidade o grafo é co-
nexo, isto é, hd uma tnica drvore.

i

Conclusdo

Propomos, neste artigo, alguns exemplos que podem ser
usados na construgio dos conceitos iniciais da teoria de

Grafos.

4.

Figura 8. Airvore ou floresta

E claro que hd um grande espago de manobra para a cria-
¢do de bons exemplos que podem surgir na aula de matems4-
tica tanto pela mio do professor como pela contribuicio dos
alunos. O fundamental é que os bons exemplos devem ser
construidos de modo a que nfo sejam uma aplicacio ime-
diata dos conceitos mas que requeiram um trabalho intelec-
tual que proporcione aos alunos o prazer da descoberta. Ao
constitufrem o contexto para a construgio de conceitos, os
exemplos nfo sfo meras ilustragSes mas antes o ponto de
partida para a discussdo e para a introduczio dos aspectos te-
6ricos que se pretendem abordar.

Deste modo as aprendizagens decorrem de um processo
de discussfo, interpretaciio e compreensio de situacdes con-
cretas. A definigfo e a formalizacio constituem o derradei-
ro passo deste percurso. Este é um caminho que procura dar
maior significado aos modelos de Grafos.

O papel dos bons exemplos nfo se esgota na fase de in-
trodugfio e apresentacio dos conceitos, estes devem tam-
bém constituir um ponto de partida para a construcio
de exercicios de aplicaciio, com vista & consolidacio das
aprendizagens.
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