As voltas que os cubos dio
Alberto Canelas

Pegando na ideia e no desafio de Leonor Moreira (vide
«Xeque Mate!», in EDUCACAO E MATEMATICA»,
n.° 8, 1988) irei tentar fazer uma abordagem de algu-
mas variantes do problema apresentado.

Designarei o caso inicial por «cubos» num «cubo» ¢
tentarei, a partir dai, generalizar o problema.

Para melhor sistematizagdo irei dividir este estudo nas
trés partes seguintes:

1. «Paralelepipedos» num «paralelepipedo»
2. «Cubos» num «paralelepipedo»
3. Outros casos.

Convém aqui precisar os conceitos de «cubo» e de
«parapelelipedo». Designarei por «cubo» ndo s6 o cubo
«vulgar», a trés dimensGes, mas também o «cubo» a uma
dimensdo (segmento de recta), a duas dimensdes (qua-
drado) e, especulativamente, o «cubo» a n dimensées,
comn € IN. O conceito de «paralelepipedo» correspon-
derd, de modo semelhante, a uma generalizacio do con-
ceito de paralelepipedo «vulgar» (para n=1, cubo e
paralelepipedo confundem-se).

Em todos os casos que irei tratar, os «s6lidos conten-
tores» serdo «quadriculados» de maneira semelhante ao
tabuleiro de xadrez e s6 serdo permitidos «s6lidos con-
tidos» cujas «faces» assentem na «quadricula».

«PARALELEPIPEDOS> NUM PARALELEPIPEDO»
Rectingulos num rectangulo

Consideremos um rectingulo de dimensdes d; unida-
des de comprimento x d, unidades de comprimento,
com di, d € IN. Vamos calcular o nimero total de
rectingulos nele existentes (as dimensdes de cada tipo
de rectangulo sdo de b unidades de comprimento x h
unidades de comprimento, com b, h € IN A b < d,
Ah < d)

Estabelecimento da férmula

Vamos considerar um rectingulo tendo de dimensdes,
por exemplo, 7 unidades de comprimento X 5 unida-
des de comprimento.
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bxh N.° bxh N.° bxh N.°

I1x1 7X5 2X1 6X%5 7x1 1Xx5

1xX2 74 2X2  6x4 7X2 1x4
1><5 7><1 2x56><1 ........ 7><51><1

5 5 5
Ne =) (7xi) + Y (6xi) + ... + ¥ (I1xi) =
i=1 i=1 i=1
5

=(7+6+...+1)Ei=(Ei)(25:i)

i=1 i=1 i=1

No caso geral podemos concluir:

No= (L) (B) [ou r= At &2 G

Demonstrac¢io

Consideremos rectingulos de dimensées 1 X 1. Numa
linha caberdo d; e numa coluna d, rectangulos destes.
Na totalidade existirdo d; X d rectdngulos 1 X 1. Se
os rectdngulos forem 2 X 1 existirio d; - 1 numa
linha e d; numa coluna, sendo o total de (d; — 1) X d,.
Se os rectingulos forem 3 X 2, por exemplo, existirdo
no total (d; — 2) X (d; — 3) rectangulos. Se considerar-
mos rectingulos genéricos de dimensdes b X h, o
nimero total de rectingulos de cada tipo é dado por:

Noxh = (di=b + 1) X (da—h + 1)

Portanto, o nimero total de rectingulos existentes no
rectdngulo serd dado por:

d; d;
Ne=Y Ydi-b+ 1) x(-h+1)]=
b=1 h=1

d; d;
=Y @-b+1) Y (h-h+1)=
b=1 1

h=

d; d,
=) (@d-b+ D@~ Lh+d)=
b=1

h=1

d;
Y @-b+ 1)(d22—m+d2) =
b=1 2

2 4
Mz(dl_b+ D =
2 b=1
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d; d;

o di2 + dg f d? + d; Z(ZI)(EI)

2 2 i=1 i=1

Nota: Chegar-se-ia & mesma conclusdo notando que:

d; d;
Y@-b+D)=di+@i-1)+d-2)+...+2+1=Yi

b=1 i=1

dy dy
Y (@-h+D)=d+@-D)+(:-2)+...+2+1= )i

h=1 i=1
e, por conseguinte,

d; d;
Y@d-b+1) Y @-h+1)=
b=1 h=1

d; d; d; dy

=§ib§(d1—b+l)=(2i)(2i)=

i=1 i=1

d12 + di d22 + dp
2 2

Paralelepipedos num paralelepipedo

Consideremos um paralelepipedo de -dimensdes d;
unidades de comprimento x d unidades de compri-
mento x d; unidades de comprimento, com dy, da, d3
€ IN. Vamos calcular o nimero total de paralelepipe-
dos nele existentes (as dimensdes de cada tipo de para-
lelepipedo sdo de b unidades de comprimento x h
unidades de comprimento x e unidades de comprimento,
comb,h,e eINAbSdAhdAe < ds.

Seguindo um racjocinio idéntico ao do caso anterior
facilmente se conclui: '

%= E)ED | o

d12 + d; d22 + d; d32 + ds
2 2 2

Ny =

A demonstragdo poderd ser feita utilizando a meto-
dologia apresentada anteriormente.

Férmula geral

Podemos resumir as conclusdes chegadas no seguinte
enunciado:

Num «paralelepipedo» a n dimensdes e de dimensoes
d; unidades de comprimento x d, unidades de compri-
mento X ... x d, unidades de comprimento, com
n, di, dz, ..., dy € N, o nimero total de «paralelepi-
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pedos» a n dimensdes (em que os valores das dimen-
sOes, referidas 2 mesma unidade de comprimento atrds
mencionada, sdo nimeros naturais inferiores ou iguais
a dimens@o correspondente do paralelepipedo onde estdo
contidos) nele existentes € dado pela férmula:

n A ; 1 n
N=11 ) 1 onN, = n [dj (d; + 1)]
o

e e

No caso particular de «paralelepipedos» existentes em
«cubos», temos d; = d; = ... = d, = a, e, portanto,

n

N, = (E i) ou

i=1

n

a2+a)

N,,=( s

«CUBOS» NUM «PARALELEPIPEDO>
Quadrados num rectangulo

Consideremos um rectangulo de dimensdes d; unida-
des de comprimento x d, unidades de comprimento,
com d;, d € IN A d; > dp. Vamos calcular o nimero
total de quadrados nele existentes (o lado de cada tipo
de quadrado é de f unidades de comprimento, com
felNAf<<d

Estabelecimento da férmula

Vamos considerar um rectangulo tendo de dimensoes
6 unidades de comprimento X 4 unidades de compri-
mento

f N.°

! 1 6x4
do 2 5x3

3 4x2

4 3x1

¥

3 4
Ng=6x4+5x3+4x2+3x1=Y[2+ii

i=1

No caso geral, podemos concluir:

d
Ng = E [(dy —d2 + 1) 1] ou, desenvolvendo
i=1 %

Nq=%(3d1—d2+ D+ 1)
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Demonstracao

Para demonstrarmos a conclusdo referida anterior-
mente poderiamos seguir um caminho em tudo idéntico
ao utilizado nos casos precedentes e chegariamos facil-
mente a férmula desejada. No entanto, para variar, ire-
mos seguir outra via, utilizando o método de recorréncia.
Consideremos uma pluralidade de rectingulos de dimen-
soes d; unidades de comprimento x h unidades de com-
primento, com h € IN A h < d;. O mimero de
quadrados existentes em cada um desses rectingulos
forma uma sucessio de termo geral Uy, como a seguir
se indica:

Uil= el i

dy
U=U+d +@-1
) s
..a;..
U3=U2+d1+(d1—1)+(d1-—2)
y S b
..a;..

Ud2=Udz.1 +d; +(di-1)+(d1-2)+... +(d;—dp)+(di—dr+ 1)

ev0cco 0

dos

ecocoeeoe
RN
oo oo
eco0o0e0
ecco00

©c0oc0 e

dy

Adicionando membro a membro, eliminando os ter-
mos comuns e tendo em atencdo que Ny = Uy,
conclui-se que
Ng=Ug =d2di + (d2-1)(d1-1) + (d2-2)(d;-2) +
+ ... +2W-dp) + di-d+1

ou seja

d,
Ng = Y, [(di — dz + i) ]
i=1
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Cubos num paralelepipedo

Consideremos um paralelepipedo de dimensdes
d; unidades de comprimento x d; unidades de
comprimento x ds3 unidades de comprimento, com
di, dr, d3 € IN A d; = dy > ds. Vamos calcular o
nimero total de cubos nele existentes (a aresta de cada
tipo de cubo é de g unidades de comprimento, com
g E€INAg < ds.

Seguindo um raciocinio idéntico ao do caso anterior
facilmente se conclui:

Ne= Y [ -ds + D) (d2—ds + ) i]

Desenvolvendo obter-se-ia a forma polinomial, que,
dada a sua complexidade, ndo terd grande interesse aqui
referir.

A demonstra¢do poderd ser feita utilizando a meto-
dologia apresentada no caso anterior.

Férmula geral

Podemos resumir as conclusdes chegadas no seguinte
enunciado:

Num «paralelepipedo» a n dimensdes e de dimensées
d; unidades de comprimento x d; unidades de compri-
mento X ... x d, unidades de comprimento, com
n,dy,dy ... dy €INAd; >2d > ... > dy, 0
mimero total de «cubos» a n dimensdes (em que as medi-
das das «arestas», referidas & mesma unidade de com-
primento atrds mencionada, sdo nimeros naturais
inferiores ou iguais a d,) nele existentes é dado pela
férmula:

d, n
1 B (dj — dy + i)
i=1 j=1

No caso particular de «cubos» existentes em «cubos»,
temos d; = d; = ... = dy = a, e, portanto,

a
N, = ), i
i=1

férmula esta ji referida no artigo de Leonor Moreira
anteriormente mencionado.

OUTROS CASOS

O problema ndo se esgota aqui. H4 uma grande varie-
dade de casos que podem ser abordados. A titulo mera-
mente exemplificativo deixo aqui algumas sugestdes para
quem estiver interessado.

(Continua na pdg. 36)
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(0) problema... (continuagao)

-abiblsflCy 5
7! 41C,
— @hipo 3

@

7! 7

O problema estd resolvido.

Importa agora reflectir sobre a resolucdo do problema,
para tentar perceber o porqué do resultado obtido.
- Um primeiro aspecto que importa salientar é que o
nimero de bolas na caixa (47) ndo é relevante. Se, em
vez de 47, tivéssemos trabalhado com uma varidvel
genérica (n), terfamos obtido o mesmo resultado.

~ Outro aspecto que tem interesse discutir € ndo ser rele-

vante o facto de se ter escolhido a iltima bola como
sendo aquela que se vai comparar com as seis primei-
ras. Quer dizer: o problema que nos foi posto €, ao fim
e ao cabo, equivalente a este:

Dados 7 nimeros quaisquer, todos diferentes, qual é
a probabilidade de um deles ser maior que os restantes?

Como ndo hd nimeros privilegiados, torna-se claro
que a probabilidade é 1/7».

Notas:

(1) Conclusao idéntica a do Luis Carmelo (N. da R.).
(2) Tem-se a seguinte propriedade: E b R O
k=p
Esta propriedade, que se pode demonstrar por indugéo, tem
a seguinte ilustragdo no Tridngulo de Pascal: a soma dos ele-

mentos de uma coluna, até uma linha qualquer, é igual ao ele-
mento que fica na linha abaixo e na coluna a direita.

As voltas... (continuacio)

Caso de figuras «pavimentaveis»
com um s6 tipo de figura

Sao casos semelhantes aos atrds referidos. Alguns
exemplos para este primeiro caso seriam o cdlculo do
mimero de tridngulos equildteros existentes num tridn-
gulo equildtero (haveria a tentacdo de fazer a transposi-
¢do pura e simples para o caso de teatraedros num
tetraedro mas ai o problema complica-se, visto o tetrae-
dro ndo ser «pavimentdvel» com tetraedros, embora haja
abordagens possiveis deste caso), de prismas triangula-
res regulares em prismas triangulares regulares, etc.

Caso de figuras «pavimentdveis»
com dois tipos de figuras

Numa segunda fase poder-se-ia pensar em casos como,
por exemplo, o hexdgono regular e prisma hexagonal
regular que ndo sdo «pavimentdveis» com hexdgonos
regulares e prismas hexagonais regulares respectivamente
(por exemplo, no caso do hexdgono a «pavimentacdo»
¢ feita com losangos e hexdgonos regulares).

Caso de figuras «curvas»

E um problema ja mais complexo. E o caso, por
exemplo, de circulos em circulos, esferas em esferas,
cilindros em cilindros, esferas em cilindros, etc. Em
todos estes casos haveria que definir as regras do jogo,
isto é, impor as restricGes necessdrias de modo a tornar
possivel a resolugdo do problema.

Ainda o cao (conclusao)

sar de ndo ser nenhum Ben Johnson, presumo conse-
guir pelo menos metade (18 km/h) e entdo o cdo terd
de fazer 18 X 5,86 = 105 km/h. Impossivel: 0 mami-
fero mais veloz é a chita que faz 101 km/h (in Guiness-
-Book of Records). Logo, ndo hd cdo que me detenha...

2. Se eu fosse mesmo prisioneiro e estivesse mesmo
num pétio quadrado, guardado por um cdo verdadeiro,
ainda havia um outro método muito mais simples e de
‘quase total eficdcia. Dava pequenas e vagarosas voltas
em torno do ponto H. O cédo, dada a sua caracteristica
(A’), corria a toda a velocidade a volta do pitio.
Obrigava-o assim a dar 6 ou 7 voltas, de 800 metros
cada uma. Nessa altura, o cdo estaria esfalfado e eu
fresco que nem uma alface. Depois, era sé uma corri-

b

dinha de 100 metros: o cdo, esgotado, ja ndo tinha for-
¢as para me apanhar.
Variante
E se o pdtio for circular? Quantas vezes mais depressa
tem de correr o cdo para que o homem ndo fuja?
Prolongamento

Ainda no caso do pdtio quadrado, qual é realmente
a melhor estratégia do cfo para evitar a fuga do homem?
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