A regido perdida

Anténio Bernardes, Esc. Sec. Gil Vicente

Descobrir a lei de formacio

Uma estratégia 1til na resolucio de problemas é «des-
cobrir a lei de formacdo». Ao usarmos esta estratégia,
comegamos por analisar casos particulares ou versdes
mais simples do problema e procuramos descobrir a lei
ou regra que pode ser aplicada para chegarmos 2 solu-
¢do geral.

Recordemos um problema da revista n.° 6, da sec-
¢do Dia-a-Dia com a Matemadtica:

«Qual € o mimero de fésforos necessérios para a cons-
trucdo do quadrado de lado 10?7»
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O estudo dos casos mais simples é o melhor caminho
para chegarmos a solugio do problema. Contar o niimero
de fésforos nas primeiras construgdes ndo oferece grande
dificuldade, mas se queremos que essa contagem sirva
para descobrirmos a «regra» entdo hd que ter alguma
atencdo ao modo como a fazemos.

Um processo serd por exemplo contarmos, em cada
construc¢do, o nimero de filas de fésforos com o com-
primento «igual» ao lado:

4x1 6x2 8x3
Fig. 2

A organizacdo dos dados obtidos por este processo de
contagem pode ser feita na seguinte tabela:
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n | f(n)

1 4=1%x4=1x2x2
% 2=2X6=2x2x3
3 24 =3 x8=3x2x4
4 40=4x10=4x2x5

10 1220 =10 x 22 =10 x 2 x 11

Fig. 3

A andlise desta, pode conduzir-nos a uma regra de
construcdo de qualquer das figuras. De facto, o nimero
de fésforos € dado pelo produto da medida do lado pelo
nimero de filas de fésforos (basta contar as filas verti-
cais ou horizontais). Assim, a lei de formagdo pode ser
definida por um polinémio, nx2X(m+1), ou seja,
n(2n+2) que, para cada concretizacdo da varidvel n,
déd o nimero de fésdoros para a construcio de lado n.

Para o quadrado de lado 10 sdo necessdrio 220 f6s-
foros.

Mas podemos utilizar outro processo de contagem:
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%2 44+4x2 12+6x2
Fig. 4

A figura mostra como & possivel construir cada qua-
drado a partir do quadrado anterior, ou seja, contamos
o nimero de fésforos que é necessdrio «juntar» a um
quadrado para se obter o quadrado seguinte. Tal como
anteriormente, podemos organizar as nossas observagoes
numa tabela:

n f(n)

1 4 =2 X2

2 12 =44+4x2
3 |24=12+6x2
4 |40 =24 +8x2

Fig. §
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Assim, conseguimos descobrir uma lei de formacgao,
agora definida por recorréncia:

u(l)=4
um+1)=um)+4m+1), n>1

Definida a regra desta forma, para calcularmos o
mimero de fésforos do quadrado de lado 10, temos de
determinar os nove primeiros termos da sucessdo defi-
nida por recorréncia. Pouco pritico e bastante monénoto.

Que fazer entdo?

A Matemdtica pode dar uma ajuda.

O método das diferencas finitas

Trata-se de uma ferramenta poderosa na resolucdo de
problemas que envolvam sequéncias de nimeros defi-
nidas por um polinémio, das quais se conhecem termos
consecutivos. Este método é muito itil, principalmente
quando a lei de formagéo é dada por recorréncia, e nao
é Gbvia a sua passagem para termo geral, como no caso
da segunda contagem do problema anterior.

Consideremos uma sucessdo qualquer:

A1, A2y Aooves Aiiyens

O conjunto das primeiras diferencas finitas € formado
pelos termos da sucessdo

a—aj, a3—az,..., anp—aAn-1,-..-

O conjunto das segundas diferencas finitas € consti-
tuido, analogamente, a partir do conjunto das primeiras

diferencas.

Para a sucessao

1259 13
cujos termos podem ser obtidos a partir do polindmio
4n-3, para n=1, 2, 3, 4,..., o conjunto das primeiras

diferencas finitas é dado pela sucessdo constante
4, 4, 4,...

Ndo é por acaso que isto acontece. Uma sucessao
cujos termos sdo gerados por um polinémio do 1.° grau
do tipo an+b, ou seja,

a+b, 2a+b, 3a+b, 4a+b,...

terd sempre o conjunto das primeiras diferencas dado
por uma sucessdo constante:

a, a, a,...

A constante serd o coeficiente real da varidvel n.
A expressdo n?+n-2 gera a sucessdo

0, 4, 10, 18, 28,...
Os conjuntos das primeiras e segundas diferencas fini-

tas sdo formadas, respectivamente pelas sucessoes
4, 6, 8, 10,...

2,202
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Uma sucessdo gerada por um polinémio do 2.° grau
produzird sempre uma sucessdo constante como conjunto
das segundas diferengas finitas. De facto, qualquer poli-
némio do tipo an?+bn+c, gera a sucessdo

a+b+c, 4a+2b+c, 9a+3b+c, 16a+4b+c,...
O conjunto das primeiras diferencas €
3a+b, 5a+b, 7a+b,...
e o das segundas
2a; 24

Do mesmo modo, a investigacdo sobre uma determi-
nada sucessdo de nimeros definida por polinémios do
3.9 ou 4.° graus, leva-nos a conjuntos das terceiras ou
quartas diferencas constituidos por sucessOes constan-
tes. E assim sucessivamente... ;

. O método das diferencas finitas baseia-se neste facto
e permite, quando uma sucessdo origina um conjunto
de diferencas constante, descobrir a expressao que a
gerou.

Voltemos ao problema dos fésforos. Ao utilizarmos
o segundo processo de contagem poderfamos ter alguma
dificuldade em chegar ao termo geral da sucessdo que
nos possibilita determinar o nimero de objectos para
qualquer constru¢do. Mas conhecemos os primeiros ter-
mos dessa sucessao:

4, 12, 24, 40, 60,... [1]

Apliquemos entdo o método das diferencas finitas. Os
conjuntos das primeiras e segundas diferengas sdo for-
mados, respectivamente, pelos termos das sucessoes

8, 12, 16, 20,... [2]
4 :
4, 4, 4,... [3]

A segunda sucessdo ¢ constante. Donde, o termo geral
da sucessdo é definido por um polinémio do 2.° grau.
Como determind-lo?

O primeiro termo de qualquer sucessdo de termo geral
an?+bn+c é, como jd vimos, a+b+c, o primeiro das
primeiras diferencas é 3a+b e o primeiro termo das
segundas diferencas 2a.

Para as sucessoes [1], [2] e [3], teremos

at+b+c=4
3a+b=38
2a=4

Resolvendo o sistema de equagdes obtemos a=2, b=2
e ¢=0. Logo, a expressdo do termo geral da sucessao
[1] é 2n?+2n ou 2n(n+1), resultado que jd tinha sido
atingido com o primeiro processo de contagem.

Mas € preciso ter cuidado!

A regido perdida

«Dados 30 pontos de uma circunferéncia, tracemos
todos os segmentos de recta que tém como extremos dois
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desses pontos. Qual serd o nimero madximo de regides
em que o circulo fica dividido?»

Analisando o problema a partir das situagdes mais sim-
ples, a primeira sensagdo que se tem é que o nimero
de regides pode ser obtido com a expressio 2™,
sendo n o mimero de pontos sobre a circunferéncia. De
facto, para n=1, 2, 3, 4, 5 tudo corre bem:

OO

1 ponto 2 pontos 3 pontos
0 regides 2 regides 4 regides
4 pontos 5 pontos
8 regides 16 regides

Fig. 6

Uma divida surge entdo:

Foi muito ficil. Serd mesmo assim?

Os caminhos da Matemadtica ndo tém que ser neces-
sariamente tortuosos e complicados, mas as generaliza-
¢Oes apressadas podem ser perigosas.

Consideremos entdo 6 pontos e contemos as regioes.

Fig. 7

Uma, duas, trés,... trinta e uma! Haverd algum
engano? Nido, sdo mesmo 31 regiGes.

Abordemos entdo o problema utilizando o método das
diferencas finitas:

n R(n) |1.> dif. [2.% dif. |3.2 dif. |4.2 dif.
1 1
1
2 2 1
L iElges BLplo’
4 8 3 4 3 1
5 16 15 7 .
6 31
Fig. 8

Admitindo que as 4.* diferencas vdo ser sempre
iguais, o valor seguinte nas 3.2 diferencgas serd 4, 11

"nas 2.3 e 26 nas 1.». Para 7 pontos teremos 57

regioes. :

E assim sucessivamente... até 30 pontos.

O método leva-nos também a supor que o nimero de
regides pode ser dado por um polinémio do 4.° grau.

Com mais ou menos trabalho, chegaremos a conclu-
sdo que

R@) = @*-6n°+23n?-18n+24)/24, [4]

em que R(n) designa o nimero de regides para n pon-
tos sobre a circunferéncia.

Mas a divida continua. E se as 4.* difierengas ndo
forem dadas por uma sucessdo constante? Estaremos
novamente a generalizar apressadamente?

O método das diferencas finitas é simples e poderoso,
mas por vezes ndo dispensa a confirmagdo dos resulta-
dos obtidos por processos independentes. Vamos ver
como isso pode ser feito para este problema.

Consideremos n pontos sobre uma circunferéncia (P,
P;,..., Py). Vejamos o que acontece se marcarmos
outro ponto, P,.i, sobre a circunferéncia. Quantas
novas regides irdo surgir?

Fig. 9

(Continua na pdg. 35)
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A importancia do problema (conclusio)

Neste momento, dado que, de uma problemética real,
emergiu a exigéncia do cdlculo das probabilidades, vol-
tdmos as simulagdes com dados e moedas (j4 utilizadas
na escola primdria) para retomar com novos conheci-
mentos a problemdtica concreta.

Notas

(1) Em inglés, no original (N. da T.)

(2) Trata-se dos programas italianos (N. da T.)

(3) Trata-se, ainda, dos programas italianos (N. da T.)

(4) Edigéo critica de Baldassarre Bonconpagni, Roma, Tipo-
grafia delle Scienze Matematiche e Fisiche, 185.

(5) Entre outros, podemos citar um problema que diz res-
peito a passaros e a uma fonte, a paginas 331-332 ¢ 398-399
no primeiro tomo da edigo critica j4 referida. Este problema
€ resolvido, quer pelo método da dupla falsa posigdo (Catayno),
quer por um processo geométrico que utiliza a semelhanga de
tridngulos e o teorema de Pitdgoras.

(6) Por exemplo, no tratado de Tommaso della Gazzaia
(Mestre de Abaco) pode ler-se o seguinte problema: «Um pesa-
dor do rei utiliza seis pedras de pesos diferentes com que pode
pesar de uma a trinta libras». Tommaso demonstra qual é o
peso de cada pedra.

(7) Le Matematiche oggi nella societa e nella cultura italiana.

(8) Ficamo-nos pela escola média, porque as probabilida-
des ndo foram ainda introduzidas oficialmente no curriculo da
escola secunddria superior. -
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A regiao perdida (conclusio)

Sendo Py um ponto qualquer, o segmento [Pp+; Pl
ao intersectar cada uma das cordas jd existentes vai de-
terminar novas regides. Se o segmento intersectar 3 cor-
das, 4 novas regides aparecerio.

Resta saber quantas cordas o segmento [P,+; Pxl
intersecta. Percorrendo a circunferéncia no sentido dos
ponteiros do relégio, [Py+1 Py] intersecta qualquer
corda que tenha como extremos um dos pontos Py,...,
Px_1, € um dos pontos Pxyi,..., P,. Intersectard entdo
(k—1) (n-k) cordas, e o nimero de novas regides deter-
minadas pelo segmento [P,+; Py] é (k-1) (n-k)+1.

Como o ponto Pp41 pode ser unido a qualquer dos
n pontos jd existentes o mimero de novas regides,
N(n+1), serd dado por:

N@+1)=)] (k-1) (-k)+n,

ou,
N@+1)=®3-3n%+8n)/6

Para n=6, o nimero de novas regides que resultam
da marcagcdo de P; é N(7)=26, e R(7)=57,
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confirmando-se assim o resultado anterior.

Mais importante que calcular o nimero de regides
dados 30 pontos €, sem diivida, a generalizagdo do pro-
blema. Podemos chegar a uma expressdo que permita
determinar, para qualquer nimero de pontos, o nmimero
de regides R(n):

Rm)=1+ ) N®=1+ ), (k* - 3k2+8Kk)/6, n>2

k=1 k=1

expressdo equivalente a [4].
Donde, R(30)=27841.
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