As mais belas rectas do mundo

Fernando Bensabat, E.

Como professor do 5.° grupo do Ensino Secundario
— drea das chamadas Artes Visuais — tive recentemente
necessidade de explorar mais detalhadamente uma
rubrica do programa da disciplina de Teoria de Design,
intitulada «Métodos de Desenho». Apesar da designagio,
estes Métodos de Desenho ndo s3o mais que processos
controlados, que recorrendo a um encadeamento de ope-
ragdes de cardcter grafico ou geométrico, visam alterar
formas previamente definidas. Assim, por exemplo, a
texturizagdo de superficies, de natureza acentuadamente
gréfica, transforma profundamente a qualidade percep-
tiva dos objectos.

Contudo, para além da simples utilizacdo de grafis-
mos, hd nos Métodos de Desenho outros processos mais
aliciantes - refiro-me as operagdes de simetria (transla-
¢Oes, rotagdes, simetrias central e axial) e, sobretudo,
a um método que desde logo me fascinou: Alteracio
da Malha Geradora. No dmbito das geometrias alter-
nativas, que assentam em axiomadticas ndo-euclideanas,
este método parece abrir interessantes perspectivas no
dominio da organizacdo métrica do plano, pelo que pas-
sarei a expor uma das suas inimeras possibilidades.

Chamo malha geradora (fig. 1) a uma estrutura linear
constituida por linhas referenciais que servem de suporte
a uma dada forma e que permite transitar do plano da
expressdo para o plano da compreensdo. Chamo «com-
preensdo de uma forma» a intui¢do racional das suas
caracteristicas qualitativas e quantitativas.
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Expressao Compreensdo

Fig. 1

A malha geradora mais 6bvia e conveniente corres-
ponde, naturalmente, ao referencial cartesiano ortonor-
mado. Que acontecerd, no entanto, se o modificarmos
qualitativamente?

Seja o referencial cartesiano ortonormado. Chamo
«linhas de referéncia das abcissas» a todas as rectas de
abcissa constante, ou seja, a todas as rectas verticais.
Do mesmo modo, chamo «linhas de referéncia das orde-
nadas» a todas as rectas de ordenada constante, isto &,
a todas as rectas horizontais. Desta forma, podemos con-
siderar que o plano cartesiano € resultante da intersec-
¢do de dois feixes ortogonais de rectas paralelas. As
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linhas de referéncia das abcissas intersectam-se num
ponto imprdprio do plano, situado a uma distdncia ndo
finita da origem das coordenadas, a que chamarei ponto
X; as linhas de referéncia das ordenadas irdo igualmente
intersectar-se num ponto impréprio do plano, que desig-
narei por Y.

Localizemos agora esses pontos X e Y a uma distin-
cia finita da origem das coordenadas. Sejam X e Y os
pontos médios de dois lados consecutivos de um qua-
drado com 10 de lado, com lados horizontais e verti-
cais e com um vértice na origem das coordenadas (fig.2).
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Tal como foi atrds mencionado, as linhas de referén-
cia das abcissas intersectam-se em X, do mesmo modo
que as linhas de referéncia das ordenadas se intersecta-
raio em Y (fig. 3a e 3b).
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Linhas de referéncia das abcissas ou linhas de abcissa cons-
tante ou «Rectas Verticais»

Fig. 3 a
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~ Linhas de referéncia das ordenadas ou linhas de ordenada cons-
tante ou «Rectas Horizontais»

Fig. 3b

Como se pode verificar, o referencial ortonormado
foi substituido por um referencial bicéntrico e os dois
feixes ortogonais de rectas paralelas deram lugar a dois
feixes de rectas concorrentes. Qualquer ponto P do plano
ficard definido pela interseccdo de duas linhas de refe-
réncia: a recta que contém os pontos X € P e a recta
que contém os pontos Y e P (fig.4).
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Como se poderd desde jd suspeitar, este referencial
é fértil em eventos espantosos € gera um universo geo-
métrico surpreendente. Eis, em jeito de aperitivo, as pri-
meiras observacdes que ele suscita:

OBS.1 Quais serdo as coordenadas de X e de Y no
referencial bicéntrico? Com ‘efeito, X é o centro de con-
vergéncia das linhas de referéncia das abcissas, pelo que
se torna impossivel decidir qual a abcissa que lhe cor-
responde, o mesmo sucedendo em relagdo a ordenada

~de Y. No entanto, quer a ordenada de X, quer a abcissa
de Y, sdo dadas pelas linhas de referéncia y=15 e
x=15, linhas estas coincidentes e definidas pelos pon-
tos X e Y (fig.5). Deste modo as coordenadas de X e
Y no referencial bicéntrico serdo designadas por X
(a;15) e Y (15;8), onde o e B sdo indeterminados. O
primeiro paradoxo deste referencial, consiste no facto
de dois pontos de localizacdo fixa e determinada do
plano terem coordenadas «flutuantes», j4 que as coor-
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denadas o e 8 estardo dependentes do dominio plano em
que X e Y estejam contidos.
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X=15=Y=15

Fig. 5

OBS.2 Como consequéncia imediata da observagao
anterior, surge uma outra questdo embaragosa: onde se
encontra localizado o ponto Z(15;15) no referencial
bicéntrico? Trés situagdes alternativas poderdo ser con-
sideradas:

A. o ponto Z(15;15) é a prépria recta que une X
e Y, dominio plano resultante da intersec¢do das linhas
de referéncia x=15 e y=15 (rectas coincidentes);

B. o ponto Z(15;15) ndo existe no plano ordenado
pelo referencial bicéntrico ou, pelo menos, tem uma
localizacdo indeterminada;

C. o ponto Z(15;15) é um ponto determinado situado
algures sobre a recta definida pelos pontos X e Y.

Embora a hipétese A. seja, sem divida, a mais fas-
cinante, ¢ a C. a aparentemente mais verosimil, é na
realidade a hip6tese B. que se verifica, isto é: o ponto
Z tem uma localizacio indeterminada sobre a recta
definida por X e Y, dependendo essa localizagdo do
dominio plano a que pertenca. Assim, o segundo para-
doxo do nosso referencial bicéntrico reside na existén-
cia de um ponto Z, com coordenadas fixas e
determinadas (15;15), «flutuante» no plano.

OBS.3 O que sucede quando as coordenadas x e y
de um determinado ponto tenderem ambas simultanea-
mente para infinito, independentemente do seu sinal?
Obviamente, a linha de referéncia das abcissas torna-se
paralela ao primitivo eixo das abcissas, 0 mesmo suce-
dendo a linha de referéncia das ordenadas, que se torna
paralela ao primitivo eixo das ordenadas (fig.6). As duas
linhas de referéncia mencionadas intersectam-se no ponto
I, cujas coordenadas, por esse facto, sd3o ambas o, sem
sinal determinado. Temos, assim, a uma distancia finita
dos pontos X e Y, um ponto de coordenadas nao fini-
tas! Terceiro paradoxo... ou o infinito mesmo a méo
de semear?

Ap6s estas primeiras observagdes - que normalmente

deveriam suscitar um aprecidvel acréscimo na produgao
de adrenalina... - irei procurar mostrar alguns dos sur-
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preendentes resultados obtidos na representagio grafica
de func¢Ges lineares neste referencial.

Fig. 6

Sejam entdo as rectas dadas na forma y=mx+b e
representemos no referencial bicéntrico as bissectrizes
dos quadrantes fmpares e pares, respectivamente y=x
€ y=-x.

Como podemos observar no grifico 1, as duas «rec-
tas» apresentam configuragdes diferentes: ao passo que
a «recta» y=x mantém (orgulhosa) a sua representagao
rectilinea, a «recta» y=-x tem uma sedutora represen-
tacdo eliptica. Trata-se de duas «rectas perpendiculares»
que se intersectam em dois pontos: o ponto O (0;0)
€ 0 ponto I (e0;00). Refira-se que a «recta» y=X tem
um ponto localizado a uma distdncia ndo finita de X e
Y, o «ponto» P (-5;-5), contendo igualmente o ‘ponto
Z (15;15) - rever OBS.2 - que, na circunstincia, é o
ponto médio do segmento [XY].

Y=-X

Grifico 1

Note-se ainda que a «recta» y=—-x contém os pontos
X e Y cujas coordenadas sdo, por tal motivo,
X(-15;15) e Y(15;-15): o= B=-15 — rever OBS. 1.
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Sejam agora as duas «rectas paralelas» y=-x+10 e
y=-x+30. Como facilmente se verifica no grafico 2,
a «recta» y=-x+10 tem uma representacdo circular,
contendo os pontos X(-5;15) e Y(15;-5) - OBS.1 com
a=B=-5. A segunda «recta», com uma representagiao
rectilinea, contém o tio enigmdtico ponto Z(15;15), desta
feita situado a uma distancia ndo finita de X e de Y.
As duas «rectas paralelas»> intersectam-se no ponto
I(e0;00), como alids convém a duas paralelas que se
prezem...

15}

Y= -X+30

Griéfico 2

Surge-nos finalmente um exemplar mais sofisticado,
a «recta» y =2x, representada por dois ramos hiperbdli-
cos (duas «semi-rectas»?!). Esta «recta» contém os pon-
tos X(15/2;15) e Y(15;30) - OBS.1, com «=15/2 ¢
B=30 (gréfico 3), contendo ainda dois pontos situados a
uma distdncia ndo finita de X e de Y, os pontos P;
((15-5 V33 )/4; (15-5V33)/2) e P, (1545 V33 )4;
(15+5 V33)/2), pontos esses cujas linhas de referén.
cia sdo paralelas (a linha de abcissa x; e a linha de
ordenada’ y;, a linha de abcissa X2 € a linha de orde-
nada y,). Estes dois pares de linhas de referéncia para-
lelas definem as duas direcgdes assimptéticas da
«recta»... (ah, Cartesius!).

Para terminar em apoteose esta breve visita a galeria
dos monstros, o grifico 4 mostra alguns respeitdveis
membros de uma familia de «rectas paralelas» da forma
y=-Xx+b. Saliente-se o facto de que nesta familia, ape-
Nas uma «recta» tem efectivamente representagio recti-
linea, o que alids sucede com qualquer outra familia de
«rectas paralelas», ndo «horizontais» nem «verticais».

Em jeito de conclusio desta viagem aventureira 3s ter-
ras da «rectolandia bicéntrica», gostaria de deixar como
bénus algumas receitas utilitdrias, bem como os inevi-
taveis desafios aos mais temersrios.
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«Receitas da Avo»
Receita 1: coordenadas a e 3, no referencial bicén-
trico, de um ponto P(x;y) do referencial cartesiano orto-
normado: :

o o=(10x-5y)/(10-y) ® 3=(10y-5x)/(10—x)
Receita 2: coordenadas, no referencial cartesiano orto-
normado, de um ponto P(a;83) do referencial bicéntrico:

o x=(100c+508-10a3)/(75+ 50 +56—a3)
o y=(50a+1008-10a8)/(75+ 50+ 58-af)

Receita 3: condigo para que a recta y=mx+b tenha
uma representacdo rectilinea no referencial bicéntrico:

e m=(15-b)/15

Esta condi¢do permite representar as «rectas rectili-
neas» na forma y=mx+15(1-m), «rectas» estas que
contém todas o famigerado ponto Z(15;15)! Mas serd
que ndo existem no referencial bicéntrico dominios pla-
nos cuja representacdo grafica € rectilinea e que sao
dados por fungdes ndo lineares? Quais, quais?

Grifico 3
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Y=-x+b
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Grifico 4

Desafios matreiros, indecentes rasteiras

Desafio 1: sobre que axiomdtica poderd repousar a
Geometria Bicéntrica?

Desafio 2: usando a receita 2, determinar as coorde-
nadas, no referencial cartesiano, do ponto P(-5;-5) do
referencial bicéntrico e tirar as conclusbes que se
impdem, generalizando-as para o universo das «rectas»
bicéntricas.

Desafio 3: determinar qual a relagdo que deve existir
entre m e b para que a «recta» y=mx+b seja represen-
tada por uma circunferéncia.

Desafio 4: resolver os desafios 1, 2 e 3!
Iselpmis saim a é erpmes men asse ,atcer ed otnemges
mu ed otnemirpmoc olep adad ajes sotnop siod ertne aic-

natsid atruc siam a arobmE
(Quando se muda de referencial...)
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