A importancia do problema

Lucia Grugnetti, Universidade de Cagliari (Itdlia)

Ao fazer, ainda que em tragos gerais, a histéria da
Matemitica desde os Babildnios e dos antigos Egipcios,
a importancia atribuida ao problema como caminho pre-
ferencial para a transmissdo do saber, aparece de forma
absolutamente clara. De facto, grande parte das mate-
mdticas antigas foi-nos transmitida exactamente sob a
forma de problemas.

O contexto histdrico sublinha também a importincia
do recurso a problemas ndo como fins em si mesmos,
mas que estejam pertinentemente integrados na realidade
quotidiana.

Fala-se actualmente com muita frequéncia de
«problem-solving» e de contexto real, e estd certo que
se fale mas, na minha opinido, tendo consciéncia do pas-
sado que a histéria das matematicas nos proporciona,
¢ interessante ir ai procurar alguns exemplos notiveis.

Devemos, pois, fazer frente a esta temdtica do ponto
de vista da sua actualizagdo; é exactamente nesse sen-
tido que considero os novos programas® satisfatoria-
mente adequados.

Transcrevo a seguir, as passagens mais relevantes
relativamente ao_papel do problema nos programas de
Matematica da Escola Primaria, da Escola Média e nas
propostas para o Ensino Superior®.

Escola Primdria

O pensamento matemadtico € caracterizado por uma
actividade de resolugdo de problemas e isto vem ao
encontro da tendéncia da crianga de fazer perguntas e
de procurar as respostas. Portanto, as no¢des matema-
ticas bdsicas devem ser fundadas e construidas a partir
de situagdes problemdticas concretas, provenientes de
experiéncias reais da crianca e que proporcionem, tam-
bém, a oportunidade de verificar os conhecimentos mate-
mdticos anteriores, os instrumentos e as estratégias
utilizadas, bem como, as dificuldades com que a crianga
se confronta.

Escola Média

E necessério lembrar que «resolver» um problema néo
significa s6 aplicar regras fixas a situagdes ja esquema-
tizadas, mas significa, também, abordar os problemas
de raiz, e pedir ao aluno que se encarregue totalmente
da tradu¢do em termos matematicos.

No quadro deste trabalho de traducdo, encontrar-se-
-4, entre outras, uma motivagdo concreta para a cons-
trucdo de expressdes aritméticas e para as convengodes
da escrita.

Também para as equagdes e inequagdes se encontra
motivacdo na resolugdo de problemas adequados.
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Ensino Superior

Ao tratar os vdrios temas, o professor deve ter pre-
sente que o que qualifica, de forma pertinente, a activi-
dade matemdtica é a formulagdo e a resolucio de
problemas no sentido mais lato do termo.

Consequentemente, cada tema deve ser considerado
prioritariamente como um campo de problemas. Sem

.negar totalmente a presenca de exercicios de tipo repe-

titivo como suporte da aprendizagem, ndo resta qual-
quer duvida que a educacdo matemdtica se realiza,
essencialmente, no desafio de resolver problemas novos.

Quando da verifica¢do, € entdo necessario controlar
até que ponto o aluno transfere os conhecimentos que
tem, para situacOes diferentes das jd encontradas.

Da andlise do problema surgird a exigéncia de uma
teoria que permita a sua resolugdo e assim, 4 medida
que as nogdes tedricas vdo sendo assim apreendidas,
deverdo ser oportunamente relacionadas e ordenadas.

Pondo em evidéncia estas passagens relativas aos dife-
rentes programas, ndo quero com isso afirmar que a
unica via da did4ctica da Matemadtica seja a que «passa»
pelos problemas. Como com todos os aspectos do
ensino, o do ensino por problemas comporta muitos ris-
cos quando exagerado, quando se torna um assunto roti-
neiro e, principalmente, quando ¢ a tvnica proposta de
trabalho.

Creio, apesar de tudo, que os problemas tém um papel
muito importante no ensino, se forem considerados como
uma descoberta de estratégias, de uma via para ultra-
passar um obstdculo, como uma forma de construir um
conceito (partindo de um contexto real) e, portanto,
como uma interpretacdo pensada e critica da realidade.

Neste contexto, creio ndo ser intil prestar atencido
a0 papel que o problema tem tido ao longo da Histéria.

O problema na Histéria

Como se sabe, na tradi¢do matemdtica anterior aos
Gregos (Babil6nios e antigos Egipcios), encontra-se,
essencialmente, a resolugdo de problemas.

Nio temos, dessa época, tratados com teoremas, mas
sim, problemas, muitas vezes acompanhados da indica-
¢do do procedimento a seguir para a sua resolucdo.

Esses problemas estdao, em geral, relacionados com
a realidade e os temas, em torno dos quais sdo cons-
truidos sdo, principalmente, de ordem alimentar (o pdo
e a cerveja no caso dos antigos Egipcios), de ordem
comercial ou financeira, ou ainda relativos a partilha de
terras entre herdeiros, etc.

Alguns especialistas deste perfodo da histdria da mate-
mdtica julgaram que a aplicagdo prética era, talvez, uma
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roupagem de cardcter pedagdgico; tratava-se de tornar
atractivo o esforco que era exigido ao aluno.

O texto dos problemas compreende geralmente um
enunciado que, depois de uma referéncia ao concreto,
€ do tipo: «Acrescentei ao meu quadrado o seu lado
obtive tanto» (subentendido: qual € o lado?).

Segue-se uma série de instrucdes expressas na segunda
pessoa do singular, chega-se ao resultado e, no fim,
temos a «prova», verificar se o resultado permite recons-
tituir os dados.

No caso da matemdtica dos antigos Egipcios e do
Papyrus Rhind, em particular, que remonta a cerca de
1600 a.C., pode-se notar que a maioria dos 87 proble-
mas apresentados, sdo de natureza pratica, mas, nalguns
casos, parece que o escriba (Ahmes) teve a intengdo de
propor adivinhas ou jogos matemticos. E o caso do pro-
blema 79 que considera «7 casas, 49 gatos, 343 ratos
...» € que encontramos com uma forma parecida, no
Liber Abbaci® (de Leonardo Pisano) escrito em 1202.

Leonardo Pisano (dito Fibonacci) recorre a0 mesmo
problema com a forma «7 velhinhas vao viajar para
Roma, cada uma com 7 machos ...» (que encontramos
também em vdrios contos bem conhecidos) como um
exemplo de progressao geométrica com 6 termos em que
o primeiro € 7 e cuja razdo € 7.

E interessante salientar que Fibonacci, a propdsito
deste problema e de quase todos os outros do seu Liber
Abbaci, apresenta mais do que um processo de reso-
lugéo.

Encontra-se frequentemente escrito «est enim alius
modus in solvendo similes questiones».

Nio € raro que um problema seja resolvido por via
algébrica e por via geométrica, explorando o uso de qua-
dros, esquemas e de representagdes grificas adequa-
das®.

No Liber Abbaci hd também um outro aspecto fun-
damental, no que se refere a resolucdo de um problema,
que € a possibilidade de, nalguns casos, para certos valo-
res dos dados ou devido a condigdes especiais, o pro-
blema nio ser resolivel (ou a solucio ndo ter sentido).

Fibonacci fala de «questio insolubilis» relativamente
a certos problemas de partilha de dinheiro entre vdrias
pessoas.

A maioria dos «Traités d’Abaque» tanto da Idade
Média como da Renascenga sao, de facto, recolhas de
problemas.

Neles se encontram problemas préticos e’ problemas
recreativos que, devido as argumentaces e as estraté-
gias interessantes a que fazem apelo, ainda hoje s3o apre-
sentados.

Por exemplo, incluem-se nesta tradi¢cdo os problemas
relacionados com pesagens dispondo de um nimero limi-
tado de pesos(®.

Numa época anterior, encontram-se as curiosas e
famosas «Propositiones ad acuendos juvines» (para tor-
nar os jovens inteligentes) D’ Alcuin (que viveu na corte
de Carlos Magno).

As «Propositiones» s3o uma recolha de questdes
«matemdticas» que influenciaram, durante alguns sécu-
los, os autores dos manuais escolares. Entre outros,

encontra-se o subtil problema, conhecido sob diversas
formas, cujo enunciado € frequentemente «Um lobo, uma
cabra e uma couve...»

Em épocas mais recentes, matemdticos célebres como
Descartes, Leibnitz, Newton, Euler, deram bastante
atengdo a resolugdo de problemas.

Euler, no seu tratado de Algebra, interessante tam-
bém do ponto de vista didactico pela variedade e ele-
gancia dos problemas discutidos, recorre a uma
apresentacdo «agraddvel» dos problemas. Por exemplo,
o problema no 50 do quarto capitulo € apresentado da
forma seguinte:

Um macho e um burro transportavam um carrega-
mento de alguns meios quintais.

O burro queixava-se da sua carga e disse ao macho:
«S6 preciso de meio quintal da tua carga para que a
minha seja o dobro da tua».

O macho respondeu: «Sim, mas se me deres meio
quintal da tua carga, eu ficarei trés vezes mais carre-
gado do que tu».

Quantos meios quintais transportava cada um?

Segue-se uma explicacdo muito clara e detalhada da
resolugdo do problema em que Euler «ensina» a equa-
cionar e a resolver um sistema de equagdes lineares.

O papel actual do problema

No breve percurso histérico manifestaram-se alguns
aspectos do ensino em que houve recurso aos problemas.

Fiz alusdo a problemas com vdrias estratégias de reso-
lugdo, a problemas «impossiveis», a traducdo de proble-
mas descritos verbalmente em problemas descritos por
equagdes ¢ sistemas de equacoes.

Evidenciou-se um recurso constante aos problemas
como campo de aplicacdo de conceitos € de regras.

Esses aspectos, importantes, ndo sdo de certo exaus-
tivos, pelo menos actualmente.

Como ¢ sabido, a partir dos anos setenta, em varios
paises do mundo, tem havido quem se bata, com uma
énfase cada vez maior, por uma metodologia por pro-
blemas.

«Partiddrios» de um pragmatismo acentuado (e talvez
limitativo), por um lado, e «bourbakistas» convictos, por
outro lado, encetaram uma polémica muito viva.

Sem entrar no dmago desta discussdo que, em alguns
casos tem sido muito animada, quero aqui por em evi-
déncia o ponto de vista do Centro de Investigacdo e
Experimentacao de Educacao Matematica (CRSEM) de
Cagliari, onde trabalho, que é o nosso ponto de vista
sobre o papel do problema no mundo actual.

Acreditamos que o problema ou um problema em si
mesmo nao € importante, mas sim um conjunto coorde-
nado de problemas, na acep¢do mais ampla do termo
e, ainda melhor, um conjunto de situagdes problemati-
cas que, a partir da realidade (que, por vezes, pode
mesmo ser uma situacdo de jogo) permite abrir cami-
nho, progressivamente, até uma generalizacdo a que nao
se pode renunciar.

Compreende-se, facilmente, que se trata de um pro-
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cesso indutivo em cujo quadro um conceito se constrdi
por «aproximagdes sucessivas».

Com este sentido mais amplo, a metodologia por pro-
blemas nio corre o risco apontado por alguns matema-
ticos e, em particular, por Luigi Pepe que, numa
conferéncia em Janeiro de 19857 para o semindrio
did4ctico de Ferrara, disse, entre outras coisas: «um
ensino por problemas, mesmo engenhosa e brilhante-
mente resolvidos, fora de um quadro disciplinar, pode
concretamente conduzir a uma forma nova e mais peri-
gosa de nocionismo...»

Neste ponto parece fundamental um entendimento
claro sobre o sentido a atribuir & metodologia por pro-
blemas ou ao papel do problema na didéctica.

Uma coisa € resolver mecanicamente muitos proble-
mas (algumas das préticas escolares recusam problemas
que ndo se enquadrem rigorosamente em esquemas pré-
-estabelecidos), outra coisa bem diferente € partir de uma
discussdo critica sobre uma ou vdrias problemdticas
(também sobre a forma de problema) para atingir gra-
dualmente, por formas e tempos adequados ao nivel de
escolaridade, um conceito. :

A seguir, o conceito poderd, ou melhor, deverd ser,
por sua vez, aplicado a andlise da realidade.

Considero oportuno proporcionar aqui uma ilustragao
desta metodologia desenvolvida no quadro do CRSEM
dirigido pelo Prof. Oscar Montaldo.

O aspecto principal do projecto de investigagcdo e
experimentacdo matemadtica, iniciado hd j4 alguns anos
pelo Centro, € uma renovacdo didéctica coordenada
desde a escola primdria até aos niveis superiores da
escola secunddria, caracterizada por uma aproximacao
em espiral aos diferentes temas que vao sendo conve-
nientemente alargados e aprofundados, a medida que se
avanga nos niveis de escolaridade.

O exemplo diz respeito a diddctica das «probabilida-
des» na Escola Primdria e na Escola Média.

As minhas colegas Carla Caredda e Maria Polo que
coordenam os grupos da escola primdria ligados ao
CRSEM, tratando este tema, observaram que as crian-
¢as muito novas (5-7 anos), em presenga de uma situa-
¢do problemdtica (mesmo de jogo), dificilmente
conseguiam distinguir a sua experiéncia pessoal da situa-
. ¢d0 a analisar.

Pelo contrdrio, acontece frequentemente que, ao pro-
curar a forma de resolver a situagdo, as criangas «for-
¢am» a escolha dos algoritmos de resolucdo exactamente
porque relacionam tudo com a sua experiéncia anterior.

Ultrapassada esta fase, as situagdes problematicas, que
pressupdem escolhas e previsdes em condigdes de incer-
teza, podem proporcionar um bom contributo.

Para adoptar uma atitude didacticamente correcta, &
fundamental interrogarmo-nos sobre quais sdo as «situa-
¢Oes de incerteza» para a crianga.

De certeza que ndo sdo as mesmas do professor ou
dos adultos que as rodeiam (de qualquer forma, todas
as situacdes problematicas, sob aspectos diferentes, sdo
situacdes de incerteza para alguém).

A crianga, da escola pré-primdria esti num ponto
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maximo (relativo) de «situagdo de incertéza», dado que
a ultrapassagem de uma situagdo problemadtica ndo € s6
a «descoberta» da solucdo (ou soluc¢des) mas €, princi-
palmente, a formacao de conceitos.

E necessdrio, entdo, evitar demorar muito tempo na
fase das operagdes concretas, qualquer que seja o objec-
tivo da actividade; arriscar-nos-iamos, assim, a s6 favo-
recer 0s processos repetitivos que nao coincidem com
a aquisicdo de conceitos.

«A situagdo problemiatica» quase nunca coincide com
um tdnico problema, mas sim, com a passagem (princi-
palmente no que se refere as criangas) de um problema
concreto (por exemplo, de caracter hidico) a um pro-
blema de nivel «formal».

Que questdes se pdem a crian¢a na passagem do pri-
meiro ao segundo nivel?

No contexto de uma experiéncia realizada em aulas

-do terceiro ano de escolaridade (8 anos), os alunos come-

garam por trabalhar, a nivel lidico, em actividades de
extrac¢do de bolas coloridas, no decurso das quais se
observou, em especial, os momentos de previsdo das
cores das bolas a extrair.

Na fase seguinte, nio tendo o material concreto a dis-
posi¢do, foi-lhes proposta a seguinte ficha:

Neste saco hd uma bola branca e uma preta. O Pedro
vai extrair s6 uma bola.

L& com atengcdo e marca com uma Cruz o caso que
consideras correcto.

Qual das trés afirmacdes €, com certeza, impos-
sivel?
O Pedro tirou uma bola preta.
O Pedro tirou uma bola vermelha.
O Pedro tirou uma bola branca.

Qual é, com certeza, verdadeira?
O Pedro tirou uma bola preta.
O Pedro tirou uma bola branca ou uma bola preta.
O Pedro tirou uma bola amarela.

Qual é possivel?
O Pedro tirou uma bola preta.
O Pedro tirou uma bola vermelha.

Dos dados recolhidos, foi possivel constatar-se como
uma «certeza» e, portanto, um «conhecimento», que se
poderia considerar adquirido ao nivel da experiéncia con-
creta, ndo estava de forma nenhuma adquirido ao nivel
das operaghes mentais que requerem O recurso a «simu-
lagdo pensada» da actividade concreta.

A razdo apresentada por um aluno que tinha assina-
lado o primeiro caso da ficha, foi: «lembro-me muito
bem que no ultimo jogo a primeira bola que tirei era
branca».

No momento em que a crianca faz a passagem cor-
recta do problema concreto ao problema formal, aquela
situagdo pode ser considerada ultrapassada.

Ao nivel da escola média, tendo em conta os progra-
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mas em vigor, pensamos que s6 devem ser formaliza-

. das as nogOes mais simples de célculo das probabilidades
e favorecer, sobretudo, a formagao do pensamento «pro-
babilistico»®.

Pensamos que uma intervengdo susceptivel de atingir
este objectivo se deveria fazer a partir de uma proble-
médtica concreta (mais do que por uma abordagem da
probabilidade através dos «jogos cldssicos»), o que pode
constituir um itinerdrio rico em estruturas conceptuais.

Neste quadro, para chegar a probabilidade como
medida da incerteza, teve um papel fundamental a neces-
sidade de uma amostra casual numa pesquisa nio exaus-
tiva.

Tendo em consideracio o itinerdrio didéctico (descrito
a seguir) depois de aplicado um inquérito que atingiu
todos os elementos de uma populagio (um pequeno cen-
tro agricola de cerca de 800 familias) pds-se-nos a ques-
tdo da sua transferéncia para uma populacdo mais vasta
(uma cidade com cerca de 250 000 habitantes: Cagliari).

Como proceder?

A impossibilidade (ou pelo menos a dificuldade) de
chegar directamente a todos os membros da populacdo
pareceu imediatamente evidente.

Dai, a necesidade de recorrer a uma «amostra».

Depois de um inquérito preliminar nas aulas,
verificou-se que o significado deste.termo ndo era, em
geral, conhecido dos alunos. Recorremos entda a exem-
plos, como: «o costureiro mostra ao cliente uma amos-

Inquérito directo

! .

Inquérito — amostra
(como fazer o questiondrio
— que critério seguir para escolher
as pessoas a interrogar — em que
medida os dados obtidos podem

Inquérito indirecto

Recolha e organizagio
dos dados

Tratamento dos dados
(média aritmética — moda

— frequéncia)

|

Representacdo dos dados
estatisticos
(graficos — quadros)
comentarios

Correlagio
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ser alargados a todo o universo dos casos)

P mediana — valores em percentagem’

tra de tecido para que este possa escolher», «para uma
andlise de sangue, colhe-se uma amostra», «se uma dis-
coteca quer saber qual é a misica preferida dos jovens,
interroga uma amostra», etc.

Voltando ao problema em causa, pediu-se aos alunos
que discutissem e respondessem 2 seguinte questdo:

«Serd correcto escolher como amostra:

a) os habitantes de um quarteirao?

b) os empregados de determinado escritério?

c) algumas pessoas cujos nomes figuram na lista tele-
fonica?»

As respostas, como era de prever, foram as mais dis-
pares; desenvolveu-se, entdo, um trabalho guiado que
permitiu pdr em evidéncia que, se queremos uma amos-
tra representativa de toda a populagdo da cidade, € difi-
cil que as suas caracteristicas se encontrem todas num
s6 quarteirdo. Ndo se pode, portanto, excluir a priori
um habitante qualquer, por ndo pertencer aquele quar-
teirdo. Todos os habitantes devem estar, a partida, em
iguais condi¢bes de ser recolhidos.

Desta forma, comeca a precisar-se a ideia de «igual
possibilidade», e a procura das condigdes que definem
esta «igual possibilidade» conduz a exigéncia de uma
medida adequada e, portanto, a exigéncia do cdlculo das
probabilidades.

Necessidade da
amostragem

Exigéncia do célculo
das probabilidades

Elementos de cdlculo
das probabilidades

Acontecimento — acontecimentos
dependentes e
acontecimentos independentes

}

Elementos de calculo
combinatério — probabilidade
probabilidade total e
probabilidade composta

Inferéncia

it
estatistica (Continua na pdg. 35)
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A importancia do problema (conclusio)

Neste momento, dado que, de uma problemética real,
emergiu a exigéncia do cdlculo das probabilidades, vol-
tdmos as simulagdes com dados e moedas (j4 utilizadas
na escola primdria) para retomar com novos conheci-
mentos a problemdtica concreta.

Notas

(1) Em inglés, no original (N. da T.)

(2) Trata-se dos programas italianos (N. da T.)

(3) Trata-se, ainda, dos programas italianos (N. da T.)

(4) Edigéo critica de Baldassarre Bonconpagni, Roma, Tipo-
grafia delle Scienze Matematiche e Fisiche, 185.

(5) Entre outros, podemos citar um problema que diz res-
peito a passaros e a uma fonte, a paginas 331-332 ¢ 398-399
no primeiro tomo da edigo critica j4 referida. Este problema
€ resolvido, quer pelo método da dupla falsa posigdo (Catayno),
quer por um processo geométrico que utiliza a semelhanga de
tridngulos e o teorema de Pitdgoras.

(6) Por exemplo, no tratado de Tommaso della Gazzaia
(Mestre de Abaco) pode ler-se o seguinte problema: «Um pesa-
dor do rei utiliza seis pedras de pesos diferentes com que pode
pesar de uma a trinta libras». Tommaso demonstra qual é o
peso de cada pedra.

(7) Le Matematiche oggi nella societa e nella cultura italiana.

(8) Ficamo-nos pela escola média, porque as probabilida-
des ndo foram ainda introduzidas oficialmente no curriculo da
escola secunddria superior. -
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A regiao perdida (conclusio)

Sendo Py um ponto qualquer, o segmento [Pp+; Pl
ao intersectar cada uma das cordas jd existentes vai de-
terminar novas regides. Se o segmento intersectar 3 cor-
das, 4 novas regides aparecerio.

Resta saber quantas cordas o segmento [P,+; Pxl
intersecta. Percorrendo a circunferéncia no sentido dos
ponteiros do relégio, [Py+1 Py] intersecta qualquer
corda que tenha como extremos um dos pontos Py,...,
Px_1, € um dos pontos Pxyi,..., P,. Intersectard entdo
(k—1) (n-k) cordas, e o nimero de novas regides deter-
minadas pelo segmento [P,+; Py] é (k-1) (n-k)+1.

Como o ponto Pp41 pode ser unido a qualquer dos
n pontos jd existentes o mimero de novas regides,
N(n+1), serd dado por:

N@+1)=)] (k-1) (-k)+n,

ou,
N@+1)=®3-3n%+8n)/6

Para n=6, o nimero de novas regides que resultam
da marcagcdo de P; é N(7)=26, e R(7)=57,

Educa¢do e Matemadtica N.° 10

confirmando-se assim o resultado anterior.

Mais importante que calcular o nimero de regides
dados 30 pontos €, sem diivida, a generalizagdo do pro-
blema. Podemos chegar a uma expressdo que permita
determinar, para qualquer nimero de pontos, o nmimero
de regides R(n):

Rm)=1+ ) N®=1+ ), (k* - 3k2+8Kk)/6, n>2

k=1 k=1

expressdo equivalente a [4].
Donde, R(30)=27841.
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