Nuno Milagaia

Ouando os participantes no ProfMat 2006 comecarem a chegar & ESE de Setiibal, na farde do dia 14 de Novembro, encontrardo; se tudo correr como esperamos, uma grande elipse
desenhada num dos pafios da escola, com marcas assinalando as horas do dia. No eixo menor da elipse estara espefada uma vara verfical que projectard uma sombra que ird
intersectar a elipse na marca que corresponde [por exemplo] as 17 horas e 45 minutos. Olhando para o seu reldgio de pulso e fazendo alguns ajustes indicados num painel perto
da elipse, cada participante podera consfatar [esperamos!] a exactiddo deste relogio de Sol [chamado] analematico. No Centro de Cigncia Viva de Conskancia existe um relogio
do mesmo fipo cuja foto, amavelmente cedida pelo Centro, publicamos aqui. Neste artigo descreveremos o que & um reldgio analematico e tenfaremos demonstrar porque razdo
funciona. fis razdes do sew nome e d Sua origem $do obscuras e sobre isso remeremos os leitores para uma nota final.

Nos rel6gios de Sol existe quase sempre um mostrador gra-
duado (indicando as horas do dia) e uma haste ou vara (o
gnémon) que projecta a sombra do Sol sobre o mostrador.
No relégio analematico o mostrador é uma elipse desenha-
da no chio (supostamente plano e horizontal) e 0 gnémon ¢
vertical e a sua posi¢io depende do dia do ano (ao longo de
um segmento contido no eixo menor da elipse). Para com-
preender o seu fundamento é essencial ter uma ideia clara
do que € a esfera celeste.

Uma esfera celeste de 10 metros de raio, porque ndo?

E irresistivel, mesmo depois de tudo o que sabemos, nio
pensar que a Terra onde vivemos € o centro de uma enor-
me esfera celeste onde estdo incrustadas as estrelas e sobre

cuja superficie vagueiam o Sol, os planetas do sistema solar,
os cometas, os satélites artificiais, etc. Excluindo os satélites
artificiais, todos os outros objectos celestes estdo a distAncias
enormes da Terra, se as compararmos com o raio da Terra.
Portanto, a Terra é mesmo o centro pontual 7" dessa esfera
celeste imagindria. Para localizarmos os seus pontos, projec-
tamos os circulos e pontos fundamentais que usamos sobre a
Terra na esfera celeste, a partir do centro da Terra, e acres-
centamos o nome celeste. Obtemos assim o equador celeste
(Bq — Eq'), os pélos celestes (Py e Pg), os meridianos ce-
lestes e os paralelos celestes. E ainda o horizonte celeste (hor.
cel.) (associado a nossa posicio sobre a Terra) e o Zénite
(Z) e o Nadir (Na) (respectivamente o ponto exactamente
acima da nossa cabeca na esfera celeste e o seu antipoda).
Colocando, como é normal, o horizonte horizontal a figu-
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Figura 1.

ra 1 d4 conta dessa nossa imagindria esfera celeste, em que
a latitude escolhida (angulo Eq'TZ) foi 38° — aproxima-
damente a de Settbal. Acrescentdmos na figura os pontos
cardeais sobre o horizonte N, S, E, e O (pense o leitor um
pouco como decidimos essa localizagio dos pontos carde-
ais). E certo que nés sabemos que a Terra nfo € o centro do
Universo, que o Sol nfo se move em torno da Terra mas o
contrdrio € que é verdadeiro, etc.. Mas, do ponto de vista
matemadtico, essa verdade fisica nfio é muito importante, po-
demos abstrair do que ndo interessa, e neste caso a disputa
entre o heliocentrismo ou o geocentrismo é-nos indiferente,
o nosso modelo geocéntrico é mais conveniente e intuitivo
e ndo vai afectar as conclusdes. Sabemos também que as dis-
tAncias a que estfio os astros da Terra pode ser muito diferen-
te: a luz demora mais de 4000 anos a chegar & Terra quando
vem da Proxima Centauri (estrela mais préxima da Terra se
excluirmos o Sol) e apenas cerca de 9 minutos quando vem
do Sol! Portanto, a esfera celeste estd longe de ser uma es-
fera ... Mas a matemética e em particular o estudo das pro-
jeccBes centrais ajuda-nos a compreender que isso ndo tem
importancia, por assim dizer cada astro na esfera celeste é
mais uma direccdo do que um ponto. O astro pode estar mais
perto ou mais longe, o que interessa para nés ¢ a direcgio
de onde recebemos a sua luz! Portanto, se imaginarmos uma
esfera em torno de nés com um raio de 10 metros, digamos,
o ponto em que o raio de luz vindo de cada astro intersec-
ta essa esfera pode ser para nés a verdadeira posicfio do astro.
Ou seja, do ponto de vista do seu funcionamento, tanto dé
considerar a esfera celeste de dimens3o infinita ou conside-

rd-la com 10 metros de raio. Matematicamente, do ponto
de vista do movimento dos astros em torno de nds, é tudo
equivalente. Mas devemos ter em conta um ponto impor-
tante, pois se o desprezarmos o modelo ficard inutilizdvel:
nfo podemos considerar que o astro € uma lampada a 10 me-
tros de distAncia, pois entdo os seus raios ao chegar a Terra
num dado momento nao seriam paralelos! Estando o astro,
em particular o Sol, a enorme distAncia de nds, os seus raios
num dado instante sdo todos paralelos entre si. Isto é funda-
mental para o que se segue.

A direcciio do Sol, em cada momento, é dada pela recta
que une o Sol na esfera celeste com o centro da esfera. Nesse
momento, e em qualquer outro ponto da Terra, a luz do Sol
tem a mesma direc¢io.

Precisamos também de compreender bem o movimento
do Sol no modelo que estamos a utilizar. Devido ao movi-
mento diurno de rotaciio da Terra (em torno do eixo PyPs),
em cada dia o Sol descreve uma circunferéncia paralela ao
equador celeste e centrada no mesmo eixo. Também € co-
nhecido que, devido ao movimento de translagiio e  incli-
naciio do eixo da Terra relativamente ao plano da sua 6rbita,
essa circunferéncia varia ao longo do ano. Nos equindcios,
o0 Sol descreve exactamente o equador celeste no sentido
negativo (o dos ponteiros do relégio para quem olha do Py
para o equador: parte de Eg, passa por E, por Eq’ e por
0, voltando a Eq). Os equinécios ocorrem cerca do dia 21
de Margo (equinécio da Primavera) e do dia 21 de Dezem-
bro (equindcio do Inverno). Nesses dias a declinagiio do Sol
(angulo dec) é muito préxima dos 0° (ver figura 1). Como
se compreende claramente na figura, o Sol nasce (passa para
cima do horizonte) ao passar no ponto cardeal Este e tem o
seu ocaso quando passa no ponto cardeal Oeste. Assim, nes-
sa data, a noite é igual ao dia (daf a palavra equinécio). No
solesticio de Verfio, que ocorte em 21 de Junho, o Sol tem
cerca de 23,5° de declinacdo positiva e percotre no senti-
do negativo um paralelo celeste, representado na figura, e
correspondente ao Trépico de Cancer. Como se depreende
da figura, esse é o dia do ano em que o Sol estd mais tempo
acima do horizonte (nasce no ponto 7 e tem o seu 0caso NO
ponto o).

Portanto, se imaginarmos um modelo de esfera celeste com
10 metros de raio (o raio a escolher vai depender do espago
que vamos utilizar no patio da ESE para tragar a elipse), o
que vamos fazer na préxima sec¢fio €, usando a sua represen-
tacfio em duas vistas, mostrar como chegamos a elipse para
mostrador do relégio analemadtico, e como marcamos as ho-
ras nessa elipse.

Tracado de um reldgio analematico valido nos equindcios

Est4 claro que nés queremos um relégio valido para todo o
ano, e ndo apenas para dois dias ... O que vamos fazer ¢ des-
crever a construciio e marca¢io de um relégio em principio
valido apenas para os equindécios e depois mostrar que, va-
riando a posicio do gnémon, ele serd valido para todos os
dias do ano. '
Na figura 2 apresentamos os elementos fundamentais
dessa construciio e marcacio (naturalmente feita num pro-
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grama de geometria dindmica, como o Sketchpad, modo ide-
al de compreender o que se passa). Seja em que dia for do
ano, o Sol verdadeiro descreve uma circunferéncia em tor-
no do eixo da esfera celeste, e portanto o ponto de partida
que adoptdmos foi construir em esquema essa circunferéncia
(no topo da figura), marcar as horas (0 h a 24 h, com inter-
valos de 15°) e colocar um Sol (S) a rodar em sentido re-
trégado (para quem esteja a ver essa rotaciio a partir do Pélo
Norte celeste). Para fixar ideias, a posicio de S; indica que,
em termos de Sol verdadeiro, estamos neste momento entre
as 9 e as 10 horas da manh3, digamos 9 h 40 min. A figura
inclui também a vista de frente (a meio) e a planta (projec-
¢8o no plano do horizorte) da tal esfera celeste com 10 me-
tros de raio. Observe bem as duas figuras e compare-as com
a vista em perspectiva cavaleira da figura 1 (na figura 2 tam-
bém a latitude do lugar considerada ¢ 38° N). Identifique na
vista de frente os pélos celestes e o equador celeste, o Zé-
nite e o Nadir, o horizonte celeste, um paralelo de declina-
Ao (dd'), e os paralelos de declinaciio correspondentes aos
solesticios de Verfio (declinagiio positiva méxima do Sol,
0 ~123,5°) ede Inverno (declinaciio negativa minima do Sol,
0 ~—23,5°) — estes paralelos sdo identificados pelas desig-
nagdes Can e Cap pois correspondem aos trépicos de Can-
cer e Capricérnio na Terra. A circunferéncia na vista de
frente ¢ o meridiano celeste do lugar (circulo méximo pas-
sando pelo Zénite e pelos pélos). Em planta apenas esto re-
presentados o horizonte (uma circunferéncia) em verdadei-
ra grandeza, sobre ele os respectivos pontos cardeais N, S,
E e O, e ainda a projecciio do equador celeste sobre o hori-
zonte — uma elipse que vai ser o mostrador do relégio ana-
lemdtico a construir no patio da ESE. Como se transfere a
posigdo do Sol e das horas da circunferéncia inicial para a
elipse final?

1. o 4ngulo correspondente 2 posicio Sy, indicado a som-
breado, transfere-se para a circunferéncia exterior da
vista de frente, marcando-o também em sentido directo
a partir do ponto Eq. Note-se que estamos no equind-
cio, o Sol estd a percorrer o equador celeste e a circun-
feréncia exterior pode representar também (além de ser
como j4 dissemos o meridiano celeste) o equador rodado
de 90° em torno do segmento EqFEq’, e assim tem senti-
do marcar-se af o 4ngulo, também indicado a sombrea-
do. Obtemos assim o ponto So.

2. por meio de uma perpendicular ao segmento EqFq’ ti-
rada por Ss, obtém-se a posicio do Sol sobre o equador
celeste visto de frente, seja S3;

3. finalmente, transfere-se a posicio do Sol S5 para a plan-
ta (por meio de uma linha auxiliar vertical ndo repre-
sentada na figura), e obtém-se assim o Sol Sy sobre a
elipse.

No documento Sketchpad correspondente a figura 2 (de
que pode fazer o download em www2.apm.pt), se arrastar o
ponto 51 na circunferéncia inicial, simulando a rotacio do
Sol em torno do eixo da esfera celeste, poder ver o movi-
mento resultante do Sol sobre o equador celeste, tanto na
vista de frente como na planta, ou seja, do ponto Sy sobre a
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elipse. Note que o nascimento do Sol se d4 quando na vista
de frente o Sol passa para cima do horizonte, e isso ocorre
precisamente no ponto cardeal E (ver isto na planta da es-
fera celeste). O transporte das marcas das horas (da circun-
feréncia inicial para o mostrador eliptico) faz-se exactamen-
te pelo mesmo processo, repetindo a construgfio para cada
marca. As marcas obtidas na elipse correspondem, no en-
tanto, as posi¢des do Sol, e nés queremos ver as horas atra-
vés das intersec¢des da sombra de um gnémon, colocado no
centro da elipse, sobre a prépria elipse. Por isso as marca-
¢des das horas sobre a elipse necessitam de mais um quarto
passo — obtida a posi¢io de uma marca de hora pelos trés
passos“anteriores, hd que fazer uma meia-volta (rotacdo de
180°) em torno do centro da elipse para obter a marca final
da hora sobre a elipse. Para a posiciio do Sol as 9 h 40 min,
a seta indica a sombra do gnémon e as horas so lidas na in-
tersecciio da seta com a elipse. Sobre esta, na figura, apenas
marcdmos algumas horas para nio sobrecarregar a figura.

Como se pode agora perceber, tragar uma elipse no chéo,
marcar sobre ela as horas do dia e utilizar a intersecgio com
a elipse da sombra de um gnémon (ou mesmo de uma pes-
soa) para saber que horas sdo d4 algum trabalho, mas teori-
camente nfo tem nada de transcendente. Simplesmente, a
soluciio que encontrdmos e a construgio que fizemos apenas
¢ valida para dois dias do ano, correspondentes aos equiné-
cios da Primavera e do Outono ... Nos outros dias do ano, o
Sol nio percorre o equador celeste e portanto a elipse a tra-
car seria outra (uma para cada dia!) ... Que fazer?

findlise da situacdo num dia do ano em que a declinacao do Sol
nio seja 0

Hoje, dia em que estamos a escrever estas linhas, é 20 de Ju-
lho (de 2006) e a declinagio do Sol é cerca de 20°. Vamos
refazer a figura 2 para comparar a direc¢gio das sombras, a
mesma hora, entre um Sol nesta declina¢io e um Sol com
declinaciio 0. Como a figura 2 ja nos dd essa direc¢io no
segundo caso, vamos sobre essa figura (simplificada sem as
construgdes anteriores) tragar a direc¢io da sombra no pri-
meiro caso. Obtemos assim a figura 3, que passamos a ex-
plicar.

Neste dia, o Sol estd a percorrer também uma circunfe-
réncia, mas agora trata-se do paralelo de declinaciio 20°, dd’.
A mesma hora da figura 2, as 9 h 40 min, a sua posigo so-
bre o paralelo de declinacfio encontra-se de modo analogo
a0 que fizemos para o Sol sobre o equador celeste, servindo-
nos agora da circunferéncia a tracejado, que representa em
verdadeira grandeza o paralelo de declinaciio. Obtemos as-
sim a posigiio do Sol S5. Ou seja, se olharmos para o céu a
essa hora veremos o Sol nessa posi¢do. Podemos entfo ima-
ginar um circulo méximo, passando pelo Zénite, pelo Nadir
e pelo Sol (chamado circulo de alturas do Sol e na figura
representado por uma elipse na vista de frente) e imaginar
também a sua intersec¢iio A com o horizonte. Se transpot-
tarmos o ponto A para a circunferéncia, que em planta re-
presenta o horizonte, obtemos o ponto B. Podemos entdo
tracar a direcciio das sombras a essa hora relativas ao Sol
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com declinagio igual a 20° e ver que se usdssemos um gnd-
mon situado no centro da elipse, como fizemos para o Sol no
equindcio, a hora obtida com a mesma graduacdo seria muito
errada — onde antes tinhamos 9 h 40 min, agora ainda nio
seriam 8 da manhd ...

Para obter a mesma intersec¢io com a elipse, e obter
a mesma hora, dado que as sombras de gnémons paralelos
sfo paralelas, 0 gnémon deveria estar mais para a direita,
no ponto Gaogy (0 que significa posi¢io do gnémon para
ver as horas no dia 20 de Julho!) da figura 4. Esse ponto foi
obtido tirando pela hora pretendida uma paralela & direc-
¢do da sombra do Sol (6 = 20°) e intersectando-a com o
semi-eixo menor da elipse. Mas se o leitor estd a seguir com
atengiio esta descri¢fio, certamente levantard algumas ques-
toes: isso € valido para uma certa hora, serd vélido ao longo
do dia, para as outras horas? Além disso, poderemos afirmar
que as horas marcadas sobre a elipse (e que, recordemos, se
referem ao Sol no equinécio) continuam a valer para outros
dias em que a declinagdo seja diferente de zero? Se o leitor tem
possibilidade de experimentar o documento Sketchpad cita-
do, constard experimentalmente que isso é verdade duran-
te todo o dia 20 de Julho, desde que coloquemos o gnémon
no ponto Gapy: arrastando o ponto S, e variando assim as
horas ao longo do dia, obtemos sempre pela constru¢io da
figura 4 o mesmo ponto Gogyyl. Pode ainda constatar que
isto é verdade qualquer que seja o dia do ano. Ou seja, existe
uma posi¢io do gnémon para cada dia do ano, tal que, se for
utilizada, a elipse feita para o equinécio e com as horas mar-
cadas para esses dois dias do ano serve também para o resto
do ano.

No ponto seguinte, explicaremos este facto.
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Figura 5.

Sobre a localizacdo do gnémon

Observe agora, na vista de frente da figura 5, a mesma cons-
trucdo que fizemos na planta, ou seja, no plano do horizonte,
na figura 4. Consideremos agora o plano do meridiano ce-
leste do Sol, que contém os pélos celestiais (Py, Ps), o Sol
4 hora a que nos referimos (S%) e o Sol equinocial & mesma
hora (S3). O plano do meridiano, representado pelas elipses
sombreadas nas duas vistas, nfo estd em verdadeira grandeza
em nenhuma das vistas, € um plano que roda 360° em torno
do eixo PyPs durante o dia, levado pelo movimento do Sol
no paralelo, e s6 fica de frente para o observador s 0 e 12
horas. E nesse plano que estd a recta que nos d4 a direccio
da sombra no dia 20 de Julho &s 9 h 40 min (S57) e a recta r,
paralela a essa direcgfio passando pelo ponto do equador que

2 i
corresponde 2 sombra & mesma hora (Sombm9 B mm) no dia
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Figura 6.

do equinécio, ou seja quando a declinagfio € nula. Como é a
projecgio do ponto Sombray, ,, . no plano do horizonte que
vai ser indicada pela sombra do gnémon no mostrador do
relégio, o gnémon vertical deve ser colocado passando pelo
ponto Gagjul, de intersecgiio de r com o eixo PyPs.

Quando o Sol se desloca no paralelo de latitude 20°, o
plano do meridiano roda em torno do eixo PyPs e o ponto
Sombra vai percorrer o equador. As rectas r, tragadas por es-
ses pontos, mantém a inclina¢fio de 20° e, por isso, vdo ge-
rar uma superficie cénica de vértice em G293yl que tem por
curva directriz o equador. O ponto onde deve ser colocado
o gnémon vertical é, portanto, invariante para cada valor
da declinagiio do Sol. Na prética, consideramo-lo invarian-
te para cada dia do ano, porque consideramos que, em cada
dia, o Sol percorre um paralelo ao equador celeste. No mos-
trador do relégio véo ficar assinaladas datas, com intervalos
iguais, por exemplo, de 10 em 10 dias, para colocagdo do
gnémon, o que jd nos d4 uma aproximagio bastante aceitd-
vel. i

Na figura 6 pode ver em perspectiva a ilustragio da ex-
plicaciio que acabdmos de fazer para a posigiio do gnémon.

Nota historica

Até a0 fim da Idade Média, na Europa, a duragio de cada
hora dependia da estacio do ano, uma vez que a duragio do
dia-luz, isto €, do nascer ao pdr do sol, era dividida em doze
partes iguais, tanto no Inverno como no Verio.

No fim da Idade Média apareceram os relégios solares
com gnémon paralelo ao eixo polar (trazidos provavelmen-

te pelos cruzados, dado o seu contacto com os drabes), que
permitiram a definicio da hora verdadeira — corresponden-
te a um angulo de 360° : 24 = 15° no movimento aparente
do Sol. Surgiram assim novas técnicas de construgfo de re-
16gios de Sol, mais sofisticadas, que possibilitaram a leitura
directa da hora verdadeira. E o caso dos relégios designados
por analemdticos, que envolvem conhecimentos aprofunda-
dos do modelo do movimento do Sol na esfera celeste, e de
geometria projectiva, e permitem a leitura da hora com uma
precisdo excepcional.

Nio se sabe quem inventou este tipo de quadrante solar.
O relégio analemitico mais antigo de que se tem conheci-
mento é o da catedral de Brou, em Bourg-en-Bress, Franca.
A data de construciio é desconhecida, mas terd sido certa-
mente na primeira metade do século XVI. Os textos mais
antigos sobre este tipo de relégio solar sdo do matemdtico
francés Vaulezard e datam de 1640 e 1654, mas foi Lalan-
de, astrénomo nascido em Bourg-en-Bress no século XVIII,
que, preocupado com o estado de deterioragfio do relégio da
catedral de Brou, o restaurou por sua conta, e apresentou a
Academia de Ciéncias uma comunicagio sobre o tragado e
a justificaciio do rel6gio analemético, como sendo “uma das
mais complicadas de toda a Gnoménica” (Lalande, 17517,
citado por Sawyer I1II).

Nio se sabe grande coisa acerca da origem do nome ana-
lemdtico atribuido a estes quadrantes solares. O termo ana-
lema tem tido vérios significados ao longo da Histéria, e hd
vdrias justificagdes plausiveis para estar associado a este tipo
de relégio de sol. Para o arquitecto e engenheiro militar ro-
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mano Vitrivio, no seu tratado De Architectura (séc. [ a.C.),
“O analema é um processo cuidadosamente procurado no
curso do Sol e encontrado pela observagio da sombra em
crescendo até ao solesticio de Inverno, pelo qual é possivel
descobrir o funcionamento da abébada celeste, através de
céleulos arquitecténicos e tragados de compasso”. Também
Ptolomeu escreveu, no séc. I, o livio De Analemmata, em
que desenvolvia os métodos de projecciio da esfera celes-
te num plano. Alguns intérpretes destas obras afirmam que
Vitrtvio e Ptolomeu designavam por analema o método que
hoje se designa por projecgiio ortografica, que estaria na base
da construgio da generalidade dos relégios de sol na antigui-
dade, e que posteriormente foi aplicado, por Vaulezard e La-
lande, entre outros, no tracado do relégio analemitico.

A partir do século XVIII até 2 actualidade, a palavra
analema passou a designar uma curva em forma de 8 que é
uma representacio grafica da equacfio do tempo — isto é, da
diferenca entre a hora verdadeira e a hora média. Essa cur-
va pode ser obtida de vérias maneiras: por exemplo, fotogra-
fando o Sol, sempre & mesma hora (hora média, dos relégios
actuais), todos os dias de um ano; ou marcando a sombra do
extremo de um gnémon vertical, ao longo do ano, sempre &
mesma hora também. Por isso, a curva designada por anale-
ma comegou a aparecer no design de vérios relégios de sol,
com o objectivo de permitir a leitura directa da hora média,
embora sem grande sucesso, ou apenas como elemento de-
corativo.

O célebre relégio de Brou, quando foi restaurado por um
artesdo amador da gnoménica, em 1902, ganhou um anale-

Figura 7. Esta imagem de um analema foi cedida d E&M por
Antheny Ayiomamitis, que fez uma monfagem de 41 fotografias
tiradas na Grécia. junto ao Partenon. durante um ano. ao meio dia.
http://jedi.hg.vsra.edu/archive/epodviewer.php3?oid=123104.

ma no eixo menor da elipse. Talvez tenha sido este facto que
resultou na crenga de que posicionando o gnémon na cur-
va e nfo no eixo menor, se poderia ler directamente a hora
média na elipse. Talvez seja por isso que o relégio se desig-
na por analemdtico. Mas a verdade é que a introducgio desta
curva no mostrador ndo tem qualquer justificaciio cientffica,
introduz até um erro considersvel.
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