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0 estudo dos cristais M Mcola secundfria per- 
mite introduzir de urn modo elqante e natural um 
grande nbmero de rqoes matedticts, fisicas e 
quimicts. Neste artigo, vamo-nos l imi tar  a parte 
matedtica dada a grande dificuldade que subsiste, 
nas escolas, em abordar temas de mod0 pluridis- 
ciplinar. Contudo, 6 indispensavel mostrar cristais 
naturais ou artif iciais aos alunos antes de empre- 
ender urn tal estudo pois poderems entSo fazer 
referenda a o b s e r m k s  feitas na aula, o que s e n  
uma mtiva$o importante que os manteri atentos e 
1 he3 estimulari a i magi na$o. 

Utilizaremos urn mode10 muito simple) pare 
reencontrar as formas cristalinas: em primeiro 
lugar, uma rede de pontos (centres dos itornos) 
dispostos corn regularid& no -p-. Procurare- 
ims, em seguida, os planos que passam pelo maior 
nhmero (a mais forte densidade) destw pontos, os 
planos recticulares. Na reslidade, os planos de c l i -  
vagem pwaam entre 0s itomos, mas WO paraleloi 
aos planos recticulares. As i n t e r m &  dos planos 
recticulares definem a3 arestas, OS vertices e as 
faces dos poliedros cristalinos. Pondo OS & t o r n  nos 
pontos de cwrdenadw i ntei ras de um sistema orto- 
normado obternos uma rede cbbica simples; pode- 
mos entao observer grupos de oito atoms colocados 
MS vertices dos c u b .  Cada a t o m  tem seis vizi- 
nhw mais prhximos pelo que se diz que o indice de 
mrdendo ou mrdenincia 6 seis. 

Nesta disposicEo simples, os seis planos recti- 
culares tern wmo equqhs: 

x = 1 1  y=-!-l,z=l} 

OS oito Vertices d o :  (1,1,1); (l,!,-l); 
(1,-l,D; (1,-1,-l); (-l,l,l); (-1.1,-l); 
(-l,-1,l); (-1,-1,-l) para os quais ut i l i -  
z a r e m  a notrn seguinte: ( .̂l, 1.1, ^-l 1. 

Yemos que o itomo (0,O.O) est i  cercado peloi 
seis vizinhos mats p r b x i m :  

(O,O,-!-l); (Q,-!-l ,Q); (21 ,O,O) 

Utilizaremos frequenternente urns outre re- 
present@~ para facilitar a vIsualtz@o a t r %  
dimensbs, para o que colocaremos cada a t o m  m 
centre de urn cubo, mantendo o mesmo sistema de 
cwrdenadas: 

Por vezes, ainda, desenharemoa esfsrw: 

tambem importante wnst ru i r  modelos a tr% 
dimansoh qut preciwrtfo me1 hor m nqom in t ro-  
duzidas. Para wte  efeito, poder-se-i uti l izar papel 
forte (tip cartolina). 

Outra hiaitese e a c o n s t r ~ 5 o  de modelm empi- 
lhandfl bolas de plwticina que colam ligeirarnente 
umas i s  outras. 



Podem obter out rw redes por af inldato ou 
imbricando &rim sistenm cubic03 urn nos outros. 
PÃˆrec natural c o w r  pelo estudo do sistema cu- 
bico simples e pelos poliedros deste sistema. 

0 i lstem cubic* simples 

a) As i s m e t r i m  do c u b  
Os dementw de i imetr ia d u m  rede chbica 

simple8 MO W isofhetries do cubo: 
seis eixos de ordem 2: 6 L2 
quatro e i m  de ordem 3: 4 13 
trb eixw de ordem 4: 3 L4 
nove pianos de simetria: 9 P 
urn centrodeaimetria: C 
Falaremos de holoedria quando ae tratar de urn 

poliedro com tocte as simetrias de uma rede, cam 
contrario falaremos de hemiedria. 

b) A holoedria 
Relembremos a l q u m  propriadadea do cube: 
Pianos: x d 1 ,  y=^-1, z=L1 (W a aresta for 2) 
Ybrtices: ( L 1  ,L1 ,A1 ) 
Faces: qwdrtdos 
Angulos diedros: 90Â ou Â¥s/ radian03 (piano) 
Anqulos &lido% 1 /8  de esfert ou 4B/8=fl /2 

radiaros (volume) 
OS cubos "pwimentam" o e s m .  
Seis faces idSnticas (qwtro p o s i y h  part  cwte 

face). 
Oito vertices identicos (Irb posicoo para cada 

Vertice). 
Doze arestas identicas (dues p o a i c h  para cada 

areital.  
( 2 4  posiyoes nototal ) 

l 5  pares de faces - 3 pares de faces opostase 
12 pares de faces adjacentes (arestas) 

2 8  pares de vertices - 4 pares de vertices 
opostas (grandes diagonaia); l 2  pares de vkWcss 
opostos segundo a$ faces (penuenas diagonals); 1 2  
pares de g r t i c w  rijacentes (erestas). 

66 pares de arestso - 18 pares de erestas 
paralelas ( 12t6); 2 4  pares de arestw concor- 
rentes; 2 4  pares de trestas enviesadas. 

0 oettedro obtem-se cortando a rate Ã§i\ 
planos 

t + t - X - y - 2 -  1 

(0;0,^1) 
As faces WO t r i ingu lw equiliteroi. 

OS hgulos d i e d w  
c o ~ Ã § = ( I  l , l ) . ( l , l , - l ) / 4343-  l / 3  

9=70,52* don* i "1 0 9 . 4 7  1 1.91 rr i  
Ohgulor i l ido  o"4x 1.91 - 2 ~ ~ 1 . 3 5 7  
Os elemental de simetria d o  w  m e s m  que 03 

do cubo corn a correspondencia "vbrticw <- ->  fa- 
ces. 

0 rombo-dodecaedro 6 delimitado pelos pianos: 

As faces G o  l o s a ~  cujas diagonals rnedem 1 e 
4 2 .  

tq 8 = 1- donde 8 ~35.26" .  
42 

OS angulos diedros 
cos9 =(l,1,0).(1,0,1)/?242= l / 2  

Â ¥ = 6  S=120Â°=2iÃˆ 
o qua se verifica facilmente cam dodecaedros de 

cartSo? 



Existem dois tipos de vertices: 
1 ) corn tres arwtas; 

1 l i d o  = 3.(211/3) -11 = S  
2) corn quatro arestw; 

Sngulo Mlido -4.(2#/3) - 2 s  - &/3 

Para pwimentar o earn eles disp&m-ae de 
forma a ter  quatro d r t i ces  do primeiro tipo ou 
seis vertices do segundo para former Sngulos 
&lidos completes. 

Se os vertices corn quatro arastaa estÃˆ em 
(̂ 2,0,0), (O,-i-2.0). (0,0,̂ -2), como (B vertices 
de urn octaedro, 0s outrw estÃˆ em (51 ,L1 ,̂ l 
coma OS vertices de urn cubo. 

Pode fazer-se 8 sequinte tabela de correspon- 
dencia: 

Reencontram-ae evidentemente todas as sirne- 
tr ias do sistema cibico. 

0s pianos 
Â±2x^y-i- = 12 
-i-x^y^z ss 1 2  
t t t  - x - y  -2z= 12 

12 granites diagonals 
12 diagoruris menores 
8 vertices c/ 4 arestas 
6 vertices c/ 3 arestas 

determimm urn poliedro corn vinte e quatro faces: 

0 ~ l c u l o  do3 Sngulos fica corn  exercicio de 
Trigonometria. 

Estes dois iltim poliedros 60 frequentes na 
cristaliza$ao natural da granada. 

12 arcstas 
8 vertices 
6 faces 

c) A hemialria 
0 tetraedro pode ser obtido em duas posii$e$ 

diferentes: 

12 arestas 

8 faces 
6 vertices 

Estes dois tetraedros G o  inscritos nurn c u b  e 
intersectam-se segundo urn octaedro. As suas faces 
MO: 

x t y t z = I  X +  y - z = '  
- X - y + z = 1  - x - y - z =  1 
x - y - z = 1  e x - y t z = l  

- x + y - z = 1  - x + y + z = l  

que G o  as faces do octaedro. 
As faces G o  tr ihgulos equiliteros. 
OS vertices d o  os do cube (dois subconjuntos). 
OS ~ngulos diedros: 

COSÃ‡i (1,1,1).(-1,-1,1)/43-/3= -l/3 

0 ~ 1 0 9 . 4 7 ~  S 70.52" 1.23 

0 angulo 5 corresponde ao angulo entre as dia- 
qonais do cub.  

0 Snqulo &lido: c SS 3xl .23 - fl * 0.551 3 

Yerificams que 4 0 ; ~  +3 c m,M& = Z f l  

A3 faces G o  quadriliteros (tipo papagaio de 
papel): 

0 tetraedro tern 
quatro vertices (3 
quatro faces O 
seis arestas ( 2  
seis planos de simetria 
d o  tern centre de simetria 



Donde, t e r e m  as elementos de simetria 
3L24L36p. 

t h o d n e o  nos s e a  pares de faces e nos sew 
pares de vertices. Tern dois tipos de pares de ares- 
tas: concorrentes ou enviesadas. 

0 tfodecaedro pentagonal 6 delimitado por planos 
recticulares de declive dois. NCO se deve confundir 
corn o dodecaedro regular: 

t determinado pclos planos 

Tern tambem duas maneiras de ser obtido, mas 
as seus elementos de sirnetria d o  350 as mesmos As faces 
que os do tetraedro. OS planos dss faces Go: 

- x 2 2 y  * 12 22x2~  = 1 2  
i-yia= 12 ^ - z x - t z =  12 cos a =  1 / 4 6  
- z L Z x =  12 *2z.t-X- l 2  a  W 65.9O 

2 B S 4 8 2  
Os Snguln diedm G o  de dois tipos, ou 
COS Ã = (2,1,0).(2,- 1,0)/?5 4 5  = 3/5  

03 elemeirtos de si nwtria MO 3L24L33PC cos ~2=(2,1,0).(l,1,1)/45i/3=43/45 
Pare o cblculo os comprimentn das arestas, o 

dewnho corn cube3 podera ser i t i l .  Obter-se-a: V, 39.25O (  ̂* l40.75Â 

0 icosaedro (figura seguinte) tambem g o  6 
regular. Tern dois tipos de faces: 

l ) TriSyulos equiliteras <lado=?6) 
2) Tri~ngulos isosceles ~lÃ§)os= e 4 6 )  

Estes pol iedrn encontram-a! MS cristais da 
p i r i  te. 

Encontramos tr8s redw tendo todaa a simetria 
cubic*: a cubic* sirnples, a chbica centrada e a 
cibica de fwxs centredas. Diferenciam-se princi- 
palmente p l e  SIM "densidade" ou parte do espqo 
ocupado pelaa esferas atomicas. 



A cubica sirnples: 

A cubic* de faces centrwto: 

A rede cubic* centrada tern indict de coorde- 
nagSo oito. A rede cbbica de faces centredas tern 
indice de coordenacfo doze; wmos provi-10 cons- 
truindo-o & u r n  outra meneira: 6, corn efeito, a 
estrutura rnais dense. Podernos co lec~r  esferas nurn 
piano formando hexigonos e observar que se pode 
colocar as esferas adjacentes nos pianos paralelos 
de dual rnaneiras diferentes (hexagonal ou chbica): 

k t e  case, torna-sa indispenhal  recorrer a 
mcdelos tridimensionais para melhor v iswl izar a 
posiqao (tea esferas. Calcula-se facilmente o volume 
ocupado por esta estrutura relacionando-o corn o da 
estrutura cubica simple?, constatando-se que equi- 
vale a urn "esrnqarnento" correspondente 6 altura 
do octaedro (figura seguinte). 

Donde, 6 = (ff/6).42 4 4 %  
Falta agora mostrar que a segundaestrutura i ,  

de facto, uma rede cbbica de faces centradas: 

Podemos tarnbern construir urn sistema cbbico 
(herniedria) corn coordef6ncia quatro onde OS i to-  
m ocuparn cubos colmdos corn" na figura: 

Se OS 6tomos se tocarn: 

Reencontramos urn semi-sistema cbbico que 
tern portanto u r n  densidade de 68%/2 34%. 0 
carbono cristalizado deata maneira pode dar o dia- 
mante. necessbrio recurrer a urn mode10 paravi- 
sualizar OS octaedros. Existe urna outra rede de 
cwrdtninci t  quatro no sisterna hexagonal que cor- 
responde 6 cristalizqSo do ploe do quartzo. 

(*) Francis Michel k urn dos sk ios  fundadores da 
APM. Este artigo k uma trad@o e adaptapio 
(autorizadw pelo autor) de urn trabalho publicado 
M n9 3 (1985) de "Mathematique et Pkdagogie", 
Revista da Sociedade Belga de Profewores de Mate- 
At ica .  
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