A GEOMETRIA DOS CRISTAIS

Francis Michel, Ecole Decroly - Bruxelss {¥)

Introducio

0 estudo dos cristais ns escola secundaria per-
mite introduzir de um modo elegante e natural um
grande nimero de nogOes mateméticas, fisicas e
quimicas. Neste artigo, vamo-nos limitar & parte
matematica dada a grande dificuldade que subsiste,
nas escolas, em abordsr temas de modo pluridis-
ciplinar. Contudo, € indispensdvel mostrar cristais
naturais ou artificiais aos alunos antes de empre-
ender um tal estudo pois poderemos entdo fazer
referéncia a observagOes feitas na aula, o que serd
uma motivacdo importante que os mantera atentos e
1hes estimulara 8 i maginacdo.

Utilizaremos um modelo muito simples para
reencontrar as formas cristalinas: em primeiro
lugar, uma rede de pontos (centros dos atomos)
dispostos com regularidade no espago. Procurare-
mos, em sequida, os plancs que passam pelo maior
ndmero {a mais forte densidade) destes pontos, os
planos recticulares. Na reslidade, os planos de cli-
vagem passam entre os dtomos, mas sfo paralelos
aos planos recticulares. As intersecgles dos planos
recticulares definem as arestas, os vértices e as
faces dos poliedros cristalinos. Pondo os dtomos nos
pontos de coordenadas inteiras de um sistema orto-
nor mado obtemos uma rede cibica simples; pode-
mos entdo observar grupos de oito 4tomos colocados
nos vértices dos cubos. Cada dtomo tem seis vizi-
nhos meais priximos pelo que se diz que o indice de
coordenago ou coordenancia é seis.

;

Nesta disposic@o simples, os seis planos recti-
culares tém como equagdes:
x=X1 . =Xt , z=31
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Os oito vértices sdo: {1,1,1); {1,1,-1);
(111 AL-1-1); (-LLE (-11,-1);
{-1,-1,1); {-1,-1,-1) para os quais utili-
zaremos a notacdo sequinte: (X1, X1 1)

Yemos que o &tome (0,0,0) estd cercado pelos
seis vizinhos mais proximos:

(0,0,£1);(0,%1,0);(21,0,0)

Utilizaremos frequentemente uma outra re-
presentaco para facilitar & visualizecle a trés
dimensdes, para o que colocaremos cada atomo no
centro de um cubo, mantendo o mesmo sistema de
coordenadas:

JP"
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Pl g
L1
“ |~
e
:

Por vezes, ainda, desenharemos esferas:

£ também importante construir modelos a trés
dimensoes que precisaréo melhor &s nogdes intro-
duzidaes. Para este efeito, poder-se-4 utilizar papel
forte (tipo cartolina).

Outra hipdtese é a construcdo de modelos empi-
Ihando bolas de plasticing que colam ligeiramente
umas &s outras.
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Podemos obter outras redes por afinidades ou
imbricando varios sistemas cUbicos uns nos outros.
Parece natural comecar pelo estudo do sistema cii-
bico simples e pelos poliedros deste sistema.

0 sistema cibico simples

a) As isometrias do cubo

Os elementos de simetria duma rede cibica
simples séo as isometrias do cubo:

seis eixos de ordem 2: 612

quatre eixos de ordem 3: 413

trés eixos de ordem 4: 3 L4

nove planos de simetria: 9P

um centro de simetria: C

Falaremos de holoedria quando se tratar de um
poliedro com todas 83 simetrias de uma rede, caso
contrario falaremos de hemiedria.

b) A holoedria

Relembremos alqumas propriedades do cubo:

Planos: x=*1, y=%1,z=%1 (se a aresta for 2}

Yértices: (X1,%1,%1)

Faces: quadrados

Anguios diedros: 90° ou /2 radianos {plano)

Angulos sdlides: 1/8 de esfers ou 4%/8=7/2
radianos {volume)

0s cubos "pavimentam” o espago.

Seis faces idénticas {quatro posigoes pars cads
face).

Dito vértices idénticos {trés posicoes para cada
vértice).

Doze arestas idénticas {(duas posi¢Oes para cada
aresta).

{ 24 posigdes no total )

15 pares de faces - 3 pares de faces opostas e
12 pares de faces adjacentes (arestas)

28 pares de vértices - 4 pares de vértices
opostas (grandes diagonais); 12 pares de vértices
opostos sequndo a3 faces pequenas diagonais); 12
pares de vértices adjacentes (arestas).

66 pares de arestas - 18 pares de arestas
paralelas (12+6); 24 pares de arestas concor-
rentes; 24 pares de arestas enviesadas.

0 octeedro obtem-se cortendo & rede pelos

planos
ixiuiz =1

0s vértices sdo: (X1, 0, 0)
{0,%1,0)
{0,0, 21

As faces sdo trifingulos equilateros.

Eduragao ¢ Matematice

s angqulos diedros
cos ¢ =(1, 1,000,1,-1)¥3¥3=1/3
$=70,52° donde & #109.47° = 1.91 rad

0 Angulo solido o= 4x 1.91 - 29 = 1.357
0s elementos de simetria sfo 03 mesmos que 038
do cubo com a correspondéncia "vértices <--> fa-

ces”.
0 rombo-dodecaedro & delimitado pelos planos:

I+ |+ |+
N X
I+ |+ |+
N
n non
-‘-‘

/] i

As faces sdo losangos cujas diagenais medem 1 e
¥2.

L™

‘V tg8=1_ donde 8=35.26>
S2

0s angulos diedros
cosp =(1,1,00.(1,0,1}/¥2¥2=1/2
§ =60°  §=120°=2%/3

o que se verifica facilmente com dodecaedros de
cartdor
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Existem dois tipos de vértices:
1) com trés arestas;
angulo solido = 3.(20/3) - =7
2) com quatro arestas;
angulo stlido =4.(29/3) - 20 = 21/3

Para pavimentar o espaco eles dispGem-se de
forma a ter quatro vértices do primeiro tipo ou
seis vértices do segundo psra formar angulos
solides completos.

Se 0s vértices com quatro arestas estdo em

*2.,0,0),(0,%2,0),(0,0,%£2), como os vértices
de um octaedro, os outros estdo em (X1 %1 31)
como o3 vértices de um cubo.

Pode fazer-se a sequinte tabela de correspon-
déncia:

Rombo-dodecaedro | Cubo l Octaedro

12 grandes diagonais 12 arestas

12 diagonais menores 12 arestas
8 vértices ¢/ 4 arestas | '8 vértices | 8 faces
6 vértices ¢of 3 arestas | 6 faces & vértices

Reencontram-se evidentemente todas as sime-
trias do sistema clbico.
0Os planos
Toxtylz=z12
Exdagte=12
xtytaz=12

determinam um poliedro com vinte e quatro faces:

As faces sdo quadrilateros (tipo papagaio de
papel):

AN
<y

0 calculo dos &ngulos fica coma exercicio de
Trigonometria.

Estes dois Gltimos poliedros sfo frequentes na
cristalizacdo natural da qranada.

¢) A hemiedria
0 tetraedro pode ser obtido em duas posigdes
diferentes:

Estes dois tetraedros s&o inscritos num cubo e
intersectam-se sequndo um octaedro. A3 3uas faces
350:

X+y+z=1 X+y-2=1
-Xx-y+z2=1 -x-y-2=1
X~ilf~2%% @ x-y+z=1
~X+y-2=1 ~X+y+2=1

que 380 as faces do octsedro.
A3 faces s80 tridngulos equilateros.
Os vertices sdo os do cubo {dois subconjuntos).
0s angulos diedros:

cos p=(1,1,1).0-1,-1,1)/v343=-1/3
p=109.47°  §=7052° =123

0 &nqulo § corresponde ao ngulo entre as dia-
gonais do cubo.

0 8ngulo solido: o = 3x1.23 - 7 » 0.5513

Yerificamos que 4°tetraedrn +30 Vi) |

octaedro”

0 tetraedro tem

quatro vértices (3 posigdes)

quatro faces (3 posicoes) 12
seisarestas (2 posigdes) ) deslocamentos
seis planos de simetris

ndo tem centro de simetria
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Donde, teremos os elementos de simetria
31241 36P.

£ homogéneo nos seus pares de faces e nos seus
pares de vértices. Tem dois tipos de pares de sres-
tas: concorrentes ou enviesadas.

0 dodecaedro pentagonal & delimitado por planos
recticulares de declive dois. Ndo se deve confundir

com o dodecaedro reqular:

Tem também duas maneiras de ser obtido, mas
o5 seus elementos de simetris ndo s&o os mesmos
que os do tetraedro. Os planos das faces sdo:

Txt2y=12 XixLywi
Lytze=12 txLta=12
tarox=12 Yotx=12

0s 8ngulos diedros sdo de dois tipos, ou
cos ¢ =(2,1,00.{2,-1,0)/¥Y5+5=3/5
px~58.13° §#126.86°

ou, entdo,
cos ¢ =(1,2,00.(0,1,2)/¥/5¥5=2/5
g% 66.42° §%113.56°

0s elementos de simetria sio 3L24L33PC
Para o célculo os comprimentos das arestas, o
desenho com cubos podera ser Gtil. Obter-se-4:

8 =3 (2a=6)
b=vT+4+16=v21
c=vd+1+16=v21
d=4 (2d=8)
e=+9+36 =v45

0 icossedro (figura seguinte) também ndo &
regulsr. Tem dois tipos de faces:

1) Trigngulos equilateros {lado=v'6)

2) Tridngulos isdsceles (lados=2 e v'6)
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E determinado pelos planos

txlytz=3 ¢ txty=4
.tZU..t.zat‘
T222x=4
As faces
cos 0. = 1/¥6
o, # 65.9°
2 B ~ 48.2°

Os @ngulos diedros
cos g, =(2,1,00.(2,-1,00/¥5V5 = 3/5

9, # 53° § %127

cos ¢, = (2,1,00.01,1,1)/¥5¥3=¥3/45
P, # 39.25° &, # 140.75°

Estes poliedros encontram-se nos cristais da
pirite.

Os diferentes sistemas ciibicos

Encontramos trés redes tendo todas & simetria
clbica: 8 cdbica simples, 8 clbica centrada e 8
clibica de faces centrades. Diferenciam-se princi-
paimente pela sua "densidade” ou parte do espago
ocupado pelas esferas atomicas.
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A cibica simples:

§= ((4/3)MRS)/8R3
= 1776 %52%

A clbica centrada:

$= (204/3)REV /(4R 1Y 2P
= (871 /3)/(64/34/3)
= ¥I71/8 ~68%.

§ = (4(4/3)TMRD 4RIV 2
=(16M73)/(6472¥2)
= Y2 7/6 % 74%

A rede cibica centrada tem indice de coorde-
nacdo oito. A rede cubica de faces centrades tem
indice de coordenacdo doze; vamos prova-lo cons-
truindo-o de uma outra maneira: &, com efeito, a
estrutura mais densa. Podemos colocar esferas num
plano formando hexégonos e observar que se pode
colocar as esferas adjacentes nos planos paralelos
de duas maneiras diferentes { hexagonal ou cdbica):

Neste caso, torna-se indispenséval recorrer a
modelos tridimensionsis para melhor visuslizar &
posicdo das esferas. Calcula-se facilmente o volume
ocupado por esta estrutura relacionando-o com o da
estrutura clbica simples, constatando-se que equi-
vale a um “esmagamento” correspondente & alturs
do octaedro {figura sequinte).

Donde, &= (n/6)¥2=74%

Falts agora mostrar que a sequnda estrutura é,
de facto, uma rede cUbica de faces centradas:

Podemos também construir um sistema cibico
{hemiedria) com coordengncia quatro onde os ato-
mos ocupam cubos colocados como na figura:

Se os atomos se tocam:

Reencontramos um semi-sistema cdbico que
tem portanto uma densidade de 68%/2 = 34%. 0
carbono cristalizado desta maneira pode dar o dia-
mante. £ necessdrio recorrer & um modelo para vi-
sualizar o3 octaedros. Existe uma outra rede de
coordenancia quatro no sistems hexagonal que cor-
responde & cristalizacdo do gelo e do quartzo.

{(*) Francis Michel & um dos socios fundadores da
APM. Este artigo é ums traducdo e adaptagdo
{autorizadas pelo sutor) de um trabalho publicade
no n2 3 {1985) de "Mathématique et Pédagogie”,
Revista da Sociedade Belga de Professores de Mate-
matica.
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