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Na carruagem do comboio

Outro dia fui de Lisboa ao Porto de comboio numa carruagem de 100 lugares. Tinha como companheiros varios homens e
vérias mulheres. O comboio fez quatro paragens e fui reparando em quem entrava e saa.

Ern Santarém desceram um terco dos passageiros e entraram dois homens. No Entroncamento, sairam novamente um ter-
co dos presentes e entraram mais dois homens. Em Coimbra, também ficaram um terco dos passageiros e entraram dois ho-
mens. Finalmente, em Aveiro desceram um terco dos viajantes e entraram dois homens.

Olhei 3%0lta e, contando comigo; ja sé havia homens na carruagem. Quantos eram eles?

Uma circunfer@ncia no trapézio

No nidmero 86 de Educagdo e Matemdtica propusemos um
problema e, para além dele, uma investigacdo suplementar
para os mais entusiastas.

Problema
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Uma circunferéncia é tangente aos quatro lados de um
trapézio isésceles.

As bases do trapézio medem 4 e 16 cm.

Qual é a medida do raio da circunferéncia?

Tivemos |0 respostas:Ana Lufsa Correia (Lisboa), Daniel Cas-
tanho, Edgar Martins (Queluz), Francisco Branco (Ovar), Fran-
cisco Estorninho (Lisboa), Francisco Martins (Charneca da
Caparica), Graga Braga da Cruz (Ovar), Pedrosa Santos (Cal-
das da Rainha), Rita Rastos (Lisboa) e Tiago Dias (Coruche).
As resolucdes apresentadas foram variadas. Por exemplo,
o Pedrosa usou a mediana do trapézio e o teorema de Ta-
les, o Francisco Estorninho utilizou a geometria analftica, o
Tiago, o Edgar e o Francisco Martins basearam-se na seme-
Ihanca de triangulos, a Graca e o Francisco Branco foram pela
trigonometria e o Daniel enveredou profundamente pela ge-
ometria dindmica no computador com o programa GSF

1 resolugdo )
A abordagem que nos parece mais simples foi a utilizada pela
Rita e pelo Edgar (na sua segunda resolucéo).
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(Respostas até 30 de Setembro)

A propriedade principal utilizada na resolugdo deste pro-
blema & o facto de serem congruentes os dois segmentos
definidos nas tangentes a uma circunferéncia tiradas por
um ponto exterior. No caso da figura, PA = PB. (Rita)
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Aplicamos esta propriedade e o facto de o trapézio isésceles
ter um eixo de simetria que divide as bases ao meio:
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Consideramos o tridngulo sombreado:
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Aplicamos finalmente o teorema de Pitdgoras:
h2=10>—6%0uh = 8.,

Logo, o raio da circunferéncia mede 4 cm.

2° resolucao
A Graga apresentou uma segunda resolucdo. Provou e depois
usou uma propriedade (conhecida dos gedmetras): num qua-
drildtero convexo que admite uma circunferéncia inscrita, as
somas dos comprimentos dos lados opostos sdo iguais. Logo,
os dois lados ndo paralelos somam 4 + 16 = 20 cm.

Entdo, cada um destes lados tem 10 cm.Tal como na re-
solucdo anterior, basta agora aplicar o teorema de Pitdgoras.

Generdlizacdo

O Francisco Martins e a Ana Luisa foram um pouco mais lon-
ge e chegaram & formula que da o raio em funcdo das bases
b e B de um trapézio isésceles qualquer:

Pi= L vb-B
2
Investigagdo suplementar
Que aconteceria se o trapézio ndo fosse isdsceles?

Ndo estdvamos a espera de tantas respostas a esta ge-
neralizagdo nada fdcil, mas os problemas de geometria tém o
conddo de entusiasmar muita gente.

A primeira dificuldade é que um trapézio escaleno com
uma circunferéncia inscrita e do qual sdo conhecidas as bases
ndo fica completamente definido. Torna-se necessario por-
tanto encontrar uma férmula que dé o raio da circunferéncia
em fungdo ndo apenas das duas bases mas também de um
outro elemento do trapézio.

a(so

A Graga escolheu um dos angulos a da base maior; o Pedrosa
os dois angulos da base, o Francisco Martins o comprimento
a,a Rita e a Ana Luisa o comprimento «.

Vejamos a resolucdo da Ana Luisa.
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Acho que vou comegar por observar relagdes num trapézio
qualquer que admita uma circunferéncia tangente aos quatro
lados. Em primeiro lugar os pontos de tangéncia nas bases sdo
extremos de um didmetro (por um ponto sé passa uma per
pendicular a duas rectas paralelas). Em segundo lugar o centro
da circunferéncia situa-se sobre a bissectriz de qualquer dos
angulos internos (porque € equidistante dos lados) donde se
conclui a igualdade, dois a dois, dos 8 tridngulos em que fica
dividido o trapézio. Dal os segmentos assinalados na figura
com a mesma letra serem geometricamente iguais.

Sendo r o raio da circunferéncia inscrita, a aplicagdo do
teorema de Pitdgoras aos tridngulos em que dividimos o
trapézio permite concluir que

r? = zy = 2w.

Se o trapézio for rectangulo, torna-se evidente que
z=wer=z
Da resolucdo do sistema
rP=zwz=b—rew=B—r
conclui-se que
. _ bB
= B

Conhecidas entdo as bases b e B, podemos concluir que, tal
como para os trapézios isdsceles, existe um dnico trapézio
rectdngulo que admite uma circunferéncia tangente aos qua-
tro lados.

Se forem dados apenas os comprimentos das bases exis-
tem infinitos trapézios que admitem circunferéncia tangente
aos quatro lados. Teremos que acrescentar mais uma condi-
¢3o para tornar o problema de solucdo Unica. Uma hipdtese
serd definir o valor de z.Vird entdo:

P=xy=zwz=b—rew=B-—y

Daqui deduzimos a relagdo
s xB(b—=x)
T

Este problema deu-me imenso prazer. Tentei escrever o me-
nos possivel porque as demonstragdes com todos os porme-
nores levariam muitas pdginas. Espero que se perceba tudo.

Sé mais uma coisa: Podemos também definir apenas uma
base, o valor de x nessa base e a altura do trapézio. Ficard
depois determinada a outra base. Este foi o processo que
me pareceu mais facil para desenhar no sketchpad. Mando
também um anexo com esse ficheiro. Pena que a revista ndo
seja dindmica. Na verdade, estando on-line, podia I4 ser posta
qualquer coisa dindmica, ndo €?
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