Nokas sobre o Ensino da Geomelria
Grupo de Trabalho de.Geometria da APM

Simefria

0 grupo de trabalho de geomefria da APM tem vindo a discutir, ja ha alguns anos, varias questdes relacionadas com o ensino da geomelria. No

por elemenfos do grupo ou ndo, mas que jd foram debatidas no seu seio e reflectem, portanto, posicdes assumidas pelo 6T6. Estas nolas nao
prefendem ser exaustivas nem fém uma organizacdo sequencial. E natural, portanto, que sejam muitas vezes notas curfas e gue sobre o mesmo

assunto se venham a publicar varias, de diversos aulores.

A ideia de simetria é uma das mais ricas em matemaética
e, em particular, na geometria. No entanto, os contactos
que tenho tido com professores em virias situagdes tém-me
mostrado que essa ideia nem sempre é muito clara e traz
frequentemente consigo muitas confusdes. Foi por isso que
decidi escrever aqui sobre o conceito de simetria e o seu tra-
tamento nos curriculos do ensino basico € secunddrio.

Do que é que estamos a falar quando falamos de sime-
tria? Por exemplo, quando falamos das simetrias dos graficos
de algumas fungdes, dos eixos de simetria de algumas figu-
ras, ou dos centros de simetria de outras? Todos nés temos
presente, com certeza, que a ideia de simetria estd de algum
modo associada as transformagdes geométricas, designada-
mente as isometrias. Mas a simetria de uma figura é algo
mais do que uma transformagio geométrica. Uma das con-
fusdes, que € muito habitual, deve-se ao facto de, em por-

J
Maio | Junho || 2006 ]

tugués, se terem adoptado as designacdes simetria axial e
simetria central para as transformacdes geométricas que de-
veriam antes chamar-se reflexdes, meias voltas (no plano)
ou inversdes (no espago), como é, alids, proposto por alguns
autores e pelo Grupo de Trabalho de Geometria h4 j4 alguns
anos.

Um primeiro aspecto, que podemos desde j4 estabelecer,
¢ que quando falamos de simetria, estamos a falar de sime-
tria de uma figura. E aqui abro um parénteses para esclarecer
que quando utilizo a palavra figura ela significa “um subcon-
junto de pontos” do plano ou do espago, conforme o contex-
to em que nos encontramos a trabalhar — plano ou espaco.
Sendo assim, poderemos falar de simetria, ou simetrias, de
uma recta, de um rectingulo, de uma esfera ou de um dode-
caedro rébmbico, por exemplo, mas também de um desenho
artistico ou de uma escultura, desde que entendidos como
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subconjuntos de pontos do plano, no primeiro caso, ou do
espaco, no segundo. Neste texto, vamos tratar apenas de si-
metria de figuras do plano.

Comecemos por analisar as figuras 1, 2 e 3. Em qualquer
delas reconhecemos algum tipo de regularidade ou de repe-
ticdo, que normalmente designamos, em linguagem corren-
te, por simetria. Mas é necessdrio que entre nos, professores,
procuremos uma definigio matemdtica mais rigorosa, que
nos permita classificar as figuras quanto as suas simetrias,
sem ambiguidades. Sé assim podemos trabalhar o conceito
com 0s Nossos alunos, mesmo com os mais novos, sem os in-
duzir em ideias incorrectas.

A figura 1 tem um eixo de simetria porque se fizermos
uma reflexdo do plano segundo esse eixo, a figura é transfor-
mada nela prépria, embora cada ponto da figura seja, em ge-
ral, transformado num outro ponto. O ponto A (figura 1a)
é transformado no ponto B pela reflexiio segundo o eixo e,
mas o conjunto de pontos que constitui a figura fica global-
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mente invariante para a reflexdo (do plano) segundo o eixo
e. Dizemos entfo que a figura tem uma simetria de refle-
xo, de eixo e, ou que a reflexdio de eixo e é uma simetria da
figura.

A figura 2 ndo tem eixos de simetria porque nfo existe
nenhuma recta que seja eixo de uma reflexio do plano que
deixe a figura invariante. Esse facto pode ser observado com
a ajuda de um espelho ou, ainda melhor, de uma mira, ou
ainda por decalque da figura num papel vegetal que depois
é virado ao contrdrio — em nenhum dos casos conseguimos
sobrepor a figura original e a transformada, porque esta (na
figura 2a, um exemplo a cinzento) fica invertida relativa-
mente 2 original.

Mas a figura 2 tem simetrias de rotagfo, isto é, se fizer-
mos uma rotagio do plano com centro no ponto O e Angulo
de 72° (ou 144°, ou 216°, ou 288°, ou ainda 360°), a figu-
ra transformada é exactamente a mesma que a original. Di-
zemos, por isso, que as rotagdes de centro O e angulos 72°,
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144°, 216°, 288° ¢ 360° sdo simetrias da figura, ou que a fi-
gura tem 5 simetrias de rotagio com centro em O, ou ainda
que O é um centro de simetria de ordem 5.

A figura 3, que vamos supor prolongada indefinidamen-
te para os dois lados, como se o rasto de pegadas continu-
asse sempre na mesma direc¢iio, ndo tem simetrias de refle-
x80 nem de rotagdo. Mas tem simetrias de translaciio, isto
é, se fizermos uma translagio do plano segundo o vector
AB, a figura, no seu conjunto, é transformada nela prépria,
embora nenhum ponto da figura seja invariante para essa
transformacdo.

Também a translagio segundo o vector BA (figura 3a)
¢ uma simetria da figura 3, assim como todas as translacdes
segundo vectores muiltiplos destes. E h4 ainda outras isome-
trias que sdo simetrias da figura, mas que deixarei para outra
ocasido ...

Posto isto, estamos em condiges de chegar a uma defi-
nicfo de simetria de uma figura do plano: Simetria de uma
figura I'é uma isometria 7' do plano que deixa a figura inva-
riante, isto &, tal que T'(F') = F.

Mas que interesse poderd ter este conceito, de simetria,
nos ensinos bésico e secunddrio? Que actividades podere-
mos propor aos alunos, nos varios niveis, sobre simetria?

O estudo das simetrias das figuras constitui uma aplica-
¢do muito interessante das isometrias que permite desen-
volver o conhecimento matemdtico destas transformacdes
geométricas e fornecer, consequentemente, ferramentas que
podem ser muito tteis na resoluciio de problemas geométri-
cos. S3o conhecidos os problemas da mesa de bilhar, da de-
terminagio do caminho mais curto entre dois pontos que
tém pelo meio um rio, e muitos outros que se resolvem facil-
mente com recurso as isometrias. O hébito de resolver pro-
blemas com recurso as transformacBes geométricas nfo estd
muito enraizado, mesmo entre nds, professores, mas estas
sdo um instrumento valioso, como iremos tentar mostrar-
vos nesta secgiio da revista.

O conceito de simetria pode ser também a base para ac-
tividades de descri¢iio e classificacsio de figuras geométricas,
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de argumentagfio/demonstragio ou, em niveis mais adianta-
dos,.de construcio de figuras. Sio exemplos de actividades
desse tipo o tratamento dos poligonos regulares como figuras
geradas por livros de espelhos, ou seja por reflexdes, a clas-
sificaciio dos quadrildteros quanto as suas simetrias, a cons-
tru¢iio dos poligonos regulares inscritos numa circunferén-
cia, ou de frisos e padrdes por iteracio de um conjunto de
isometrias geradoras dessas figuras.

A anilise de objectos artisticos ou de cristais através das
suas simetrias s3o actividades que estabelecem ligacdes en-
tre a matemdtica e outros domfnios do saber, podendo ser
o ponto de partida para projectos interdisciplinares onde a
matemdtica, em geral, e a geometria, em particular, assu-
mem papéis importantes.

Ha4, no entanto, alguns cuidados a ter, se nfio quisermos
entrar por caminhos perigosos: um deles tem a ver com o
uso da cor. A nossa geometria é monocromdtica enquan-
to a maior parte dos objectos artfsticos que mais nos atraem
usam muitas cores. A prépria definicio de figura, que esta-
belecemos mais acima, no tem sentido quando h4 pontos
de vdrias cores, isto €, pontos de vérios tipos — normal-
mente USAMOSs apenas uma cor para distinguir os pontos que
pertencem a uma figura dos que nfio pertencem. A anilise
de figuras monocromdticas quanto #s suas simetrias jd é su-
ficientemente rica, do ponto de vista matemdtico, por isso
devemos evitar figuras como a 4, em que néo é facil decidir
se a rotagfio de centro em O e amplitude 30° é uma simetria
da figura.

Onde reside a riqueza matemiatica do estudo da simetria
no plano ou no espago? Esse assunto ficard para outras No-
tas, em que veremos que o conjunto das simetrias de uma fi-
gura tem uma estrutura muito especial e que, embora a cria-
tividade ndo conheca limites no que respeita 4 producsio de
figuras, artisticas ou nfio, podem contar-se pelos dedos os con-
juntos de simetrias possiveis ...

Rira Bastos
Grupo de Trabalho de Geometria da APM
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