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Nesie dffigo piglende-se mostrar, combiriands um 101icd te nenmelria Com Ui fouco de anfmelica, como, d parlis de algo aparentemente tag simples come
clgunferencias, se podem demonsirar slguns fesulfadas matemalicos. Vamos desciever as ehamadas Circunferencias de Ford, cuja figueza feside no facto de
5e noder [epreseniaf nenmekiicamente tma fiaccag passando @ sel possivel visualizar alaumas piopeiedades destes RUMERGS faciondis.

Circunferéncias de Ford

Consideremos uma frac¢io irredutivel h/k, em que h e k
sdo dois ndmeros inteiros sem factores em comum. Podemos
construir uma circunferéncia de centro (h/k, 1/(2k?)) e raio
1/(2k?). Variando h e k obtemos uma infinidade de circun-
feréncias | h, k| de diferentes tamanhos ao longo do eixo zz,
conhecidas por Circunferéncias de Ford. O seu nome deve-se
ao americano Lester Ford Sr (1886-1975), o primeiro ma-
temdtico a descrever estas circunferéncias num artigo publi-
cado no jornal American Mathematical Monthly [9], em 1938.
Na introducfio ao seu artigo, Ford salientava que “embo-
ra possa parecer estranho ao leitor como é que o autor se
pode debrucar sobre um assunto tdo elementar,” ... “a re-
presentaciio de uma fracgio através de uma circunferéncia é
uma ideia que demorou muitos anos a concretizar”. Segundo
Ford, esta representagiio geométrica inovadora iria permitir
a visualizacio de diversos resultados aritméticos.

Como a ordenada do centro de cada circunferéncia
coincide com o valor do raio, todas as Circunferéncias de
Ford sdo tangentes ao eixo zz. nos pontos (h/k,0). Outra
das particularidades destas circunferéncias é que nunca se
intersectam umas 2s outras e cada uma delas possui uma in-
finidade de circunferéncias que lhe sio tangentes.

Para demonstrarmos estas propriedades, vamos conside-
rar duas circunferéncias distintas |hy, k1| e [ho, k2] A dis-

 Vistaizar Fracgoes = As ircunferancias de Ford

~ fita Gatima.

tAncia d entre os seus centros &, aplicando o Teorema de Pi-
tagoras, dada pela equagio

o [he hi\* 1 1)°
ko Ky 22 2K
Ao considerarmos a soma dos raios das duas circunferén-
cias,
1 + 1
S
k2 2k2

podemos comparar s> com d2. Calculando d? — s* temos,

o _m\' (L 1N (L o 1N
ky ki 2k2 2 ok ST o

_(h2 h1)2 1 (hoki —lakz)?— 1

ky ki)  KEZ k22

O ntimero hoky — hiks é um nimero inteiro (pois hy, ki, ho
e ko s inteiros) e ¢ diferente de zero, pois escolhemos duas
circunferéncias distintas, pelo que (hok; — hikz)® — 1> 0.

Ao verificarmos que a diferenca d? — s® nunca € nega-
tiva, constatamos que a distAncia entre os centros nunca ¢é
inferior & soma dos raios, o que nos leva a concluir que duas
quaisquer Circunferéncias de Fdrd nunca se intersectam,
podendo, quando muito, serem tangentes num Unico ponto,
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Para visualizar a distribuicio das circuferéncias de Ford ao longo do eixo x, podemos construir algumas destas
circunferéncias. Comecemos por construir as circuferéncias da forma |n, 1], cujo raio é 1/2 e cujos pontos de
tangéncia a recta y = 0 sfo os valores inteiros n da recta real. Estas circunferéncias sfio tangentes entre si duas
a duas e possuem todas uma infinidade de circunferéncias tangentes. Por exemplo, entre|1,1]e|2, 1] é possivel
construir a circunferéncia |3, 2| tangente a estas. E entre estas trés circunferéncias € possivel encaixar outras

duas, |4,3]e |5, 3]. E assim sucessivamente.

Figura 1.

o que sucede se |hoki — hiks| = 1. Como esta equagio tem
infinitas solugdes inteiras, podemos também concluir que
cada circunferéncia possui uma infinidade de outras circun-
feréncias que lhe sdo tangentes (ver Figura 1).

Podemos ainda procurar saber como é que, dada uma
circunferéncia |k, k|, se determinam todas as circunferén-
cias com as quais € tangente e quais as propriedades comuns
a estas circunferéncias.

Se |hi, k1] e |ha,ke] sdo circunferéncias tangentes a
|, k] entfio hik — hky = 1 e hok — hks = 1. Subtraindo

(hik — hk1) = (hok — hkg) = 0 <
< h(ky — k2) = k(h1 — ha),

observamos que h divide (h; — hs) e que k divide (k1 — k2)e
‘entﬁo‘podemos concluir que hy = hy +nh e ko = k1 + nk,
para algum valor n € Z.

Resumindo, se | H, K | for tangente a | h, k] é possivel ob-
ter todas as outras circunferéncias tangentes a | h, k| através
de hyo=H +nh e k, = K +nk, com n'= 0, £1, +2, &3,
..., construindo, deste modo, duas sucessdes infinitas de cir-
cunferéncias a direita e & esquerda de | &, k| (Figura 2).

Observando as diferencas entre as abcissas dos centros
das circunferéncias | h, k| e | hn, kn |,

h, h  kh, — hk,

k, &k  kok
_ k(H+nh)—h(K+nk) kH—-hK =1
k(K + nk) T k(K +nk) k(K +nk)’

verificamos que estas diferengas convergem para zero quan-
do|n| — oo. Ou seja, as sucessivas circunferéncias tangentes
| Ay ki ), cada uma tangente # seguinte, tornam-se cada vez
mais pequenas e 0s seus centros aproximam-se indefinida-
mente da abcissa z = h/k.

Esta situacfio repete-se para todas as Circunferéncias de
Ford e, portanto, cada circunferéncia esté totalmente rodea-
da inferiormente pelas sucessoes das circunferéncias que lhe
sdo tangentes.

Figura 2.
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fplicacoes

Ao longo do século (XX) foi possivel aplicar as Circunfe-
réncias de Ford em diversas dreas da Matemadtica, desde a
geometria hiperbélica s sucessdes de Farey. Vejamos dois
exemplos simples: fractais e aproximacio a irracionais.

Facilmente conseguimos imaginar que, a partir das re-
gras que definem as Circunferéncias de Ford, se podem
construir diferentes tipos de fractais (Figura 3).

No estudo da aproximag¢fio a niimeros irracionais por nii-
meros racionais, as circunferéncias de Ford deram um con-
tributo significativo. Um dos problemas consiste em tentar
determinar fracgdes racionais cuja diferenca relativamente
a um dado ndmero irracional ndo ultrapassasse determinado
valor e procurou-se exprimir este valor em funciio do deno-
minador da fraccio pretendida. Este esforgo traduziu-se no
estudo da existéncia ou nfo de infinitas solucdes inteiras p e
q de inequagdes do tipo
‘w — B‘ <

7
q k*

q

para qualquer nimero irracional w.

Liouville (1809-1882) foi um dos matematicos que mais
contribuiu para a resolu¢io deste problema e, com base nos
seus estudos sobre aproximagdes, provou a existéncia de ni-
meros nfo algébricos, apresentando os primeiros exemplos
de niimeros transcendentes.’

Figura 3.

Se w for um ndmero racional entfio w é da forma p/q,
com p e ¢ inteiros e sabemos que existe uma Circunferén-
cia de Ford correspondente a esta fracciio, a circunferéncia
[P, q)- A recta z = w passa pelo centro desta circunferéncia
e intersecta o eixo zx no ponto de tangéncia (p/q, 0). Inde-
pendentemente do niimero de circunferéncias que esta rec-
ta possa ou ndo trespassar, apds intersectar a circunferén-
cia |p, ¢J, mantém-se no seu interior até atingir o eixo zz.
(Figura 4).

Se w for irracional, sabemos que a recta z = w nfo pas-
sa no centro de nenhuma Circunferéncia de Ford, pois estes
centros tém sempre abcissas racionais, e também néo inter-
secta o eixo zz em nenhum ponto de tangéncia destas cir-
cunferéncias, o que implica que apds entrar no interior de
um qualquer circulo tem que tornar a sair. E como qualquer
uma destas circunferéncias estd completamente rodeada
(inferiormente) por uma infinidade de circunferéncias tan-
gentes, a recta tem que obrigatoriamente intersectar outra
circunferéncia. Como esta situagio se mantém para qual-
quer nova circunferéncia que a recta intersecta, podemos
afirmar que a recta intersecta uma infinidade de circunfe-
réncias. (Figura 5)

Analiticamente, o facto da recta z = w intersectar uma
circunferéncia | h, k|, traduz-se por
h/‘ 1

W—E <g?,

!
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Figura 4.

ou seja, comparando a abcissa do centro do circulo com a
abcissa dos pontos da recta sabemos que esta diferenca é in-
ferior ao raio do circulo. Logo, como a recta intersecta uma
infinidade de Circunferéncias de Ford, podemos concluir
que existem infinitas solu¢des desta equacio.
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