e novo o problema do penfagono . . .

E se fosse um hexanono?

Raimundo Leong

Meses atras, houve uma aula livre de Geometria na Facul-
dade de Arquitectura da Universidade do Porto dada por
Prof. Eduardo Veloso, cujo tema era o problema de determi-
nacfio de um pentdgono dados os cinco pontos médios dos
seus lados. Esta questdo do pentdgono j4 tinha sido tratada
num artigo publicado no n® 79 desta revista (Cinco pontos,
wm problema e cinco solugdes de Anténio Bernardes, Cristina
Loureiro, Eduardo Veloso, Florinda Costa, José Paulo Via-
na, Maria Dedo e Rita Bastos). O Prof. Eduardo Veloso dei-
xou como desafio a questdo: “E se fosse um hexdgono? E um
heptigono?”. Decidi entdo comegar por abordar primeiro o
problema do hexégono.

Entrdmos em contacto vérias vezes para falar sobre este
problema. Numa primeira tentativa, usando uma resolucio
andloga da do pentagono dividido (usada por Anténio Ber-
nardes e Cristina Loureiro), cheguei a conclusio de que,
diferente do pentdgono, os pontos considerados pontos
médios de um hexdgono nio podem ser escolhidos aleato-
riamente. Sobre as condigBes de escolha desses seis pontos,
inicialmente vi-as desta maneira:

1. Consideramos o hexdgono da solu¢io [PQRSTU] e o
hexdgono formado pelos pontos médios dos seus lados [AB-
CDEF] (figura 1). Vamos separar o hexdgono [PQRSTU]
em dois quadrildteros: [PQTU] e [QRST]. Os quadrilateros
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formados pelos seus pontos médios sdo, portanto, paralelo-
gramos. Neste caso: [AMEF] e [BCDM], tendo em comum
o ponto M. Portanto, escolhendo ao acaso 6 pontos, para
que sejam pontos médios de um hexdgono, tém de formar
dois paralelogramos com um ponto comum (ponto M).

Suponhamos entdo que sdo dados seis pontos que veri-
ficam essa condi¢do dos dois paralelogramos terem em co-
mum o ponto M. Para qualquer segmento [QT] cujo ponto
médio é M podemos construir os dois quadrildteros [PQTU]
e [QRST]. Como [QT] pode ocupar uma infinidade de po-
sigdes, podemos concluir que existem infinitas solucdes.

Analisei também as condi¢des vectorialmente.

2. Considerando os mesmos hexdgonos de 1. e os tridn-
gulos [PQR), [RST] e [TUP] (figura 2). A, B, C, D, E, F
sdo pontos médios de dois dos lados de cada um desses trian-
gulos, como indica na figura. Entdo o comprimento do seg-
mento PR é o dobro de AB e esses dois segmentos s3o para-
lelos entre si. Verifica-se 0 mesmo entre [RT] e [CD], como
entre [TP] e [EF]. Como a soma dos vectores PR, RT e TP
é nula, entdo a soma dos vectores AB, CD e EF também &
nula. E isto também se verifica nos segmentos [BC], [DE]
e [FA]. Como nfo tem nenhuma condi¢fio para a posigio
do tridingulo [PRT] ou [QSU], podem ocupar infinitas posi-
¢Oes, portanto, ha infinitas solucdes.
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A resoluciio seguinte é andloga & do “poder geométrico
dos ndmeros complexos” na resolu¢io no caso do pentigo-
no.

3. Nesse ponto de vista:

A= (P+Q)[2 B-—(0R 2
C=(Bt9) = D = (S+T)/2
E = (T+U)/2 F = (U+P)/2

Resolvendo A-B+C-D-+E-F, o resultado é 0. Esta é a con-
di¢fio necessdria para que haja solucdo. Consequentemen-
te, os seis pontos ndo podem ser escolhidos arbitrariamente:
a posi¢io de um dos pontos depende dos outros cinco. Por
exemplo: F=A-B+C-D+E (figura 3). Depois de ter deter-
minado os seis pontos, para qualquer ponto P, determina-se
Q a custade P, R a custa de Q, e assim sucessivamente. Des-
te modo constréi-se uma solugdo. Mas como nio h4 condi-
¢Ao para a posicdo de P, existem infinitas solucdes.

[sto tudo seria justificado com “o poder das transforma-
¢des geométricas”, usado por Maria Dedo na resolucio do
pentdgono.

4. Consideremos as seis meias-voltas cujo centro sio os
pontos médios dos lados. Verifica-se que estas transformam
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P em si mesmo (figura 4.1). Entdo, P é um ponto fixo destas
seis meias-voltas ou, portanto, das trés translacdes compos-
tas por estas: {1, L9 e t3 (figura 4.2). O produto de trés trans-
lagBes é uma translacio. Como uma translaciio cujo vector
tem modulo diferente de zero ndo tem ponto fixo, para que
haja solugfio, o produto das trés translacdes tem de ser igual
a zero.

Entdo, dados seis pontos A, B, C, D, E e F que satisfa-
¢am a condicfo referida acima, para qualquer P, é possivel
construir os outros cinco vértices do hexdgono. Conclui-se
entdo que existe uma infinidade de solugdes.

Depois de ter resolvido o problema do hex4gono, fiz v-
rias experiéncias com os outros poligonos usando resoluces
andlogas. Verifiquei que as propriedades da inexisténcia de
condicdes para os pontos médios e a existéncia de uma tni-
ca solu¢do na situacio do pentdgono aplicam-se a todos os
poligonos com um ntimero fmpar de lados. Analogamente,
as do hexdgono aplicam-se, do mesmo modo, a todos os po-
ligonos com um ndmero par de lados.
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