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Helder Pinfo

Os algarismos de controlo servem, essencialmente, para de-
tectar erros quando se fida com nimeros compostos por mui-
tos algarismos. Estes algarismos aparecem nos mais diversos
sistemas de identificacio como, por exemplo, no Bilhete
de Identidade, nos c6digos de barras, nas notas de Euro, no
Cartdo Visa e no NIB (Ndmero de Identificagio Bancéria).

Estes mecanismos, apesar de passarem a maioria das ve-
zes despercebidos, sio extremamente tteis para evitar en-
ganos. Jd viu os aborrecimentos que teria se um simples
engano na escrita do seu NIB, fizesse com que estivesse a
transferir dinheiro para uma pessoa desconhecida? E se um
erro semelhante na leitura do Cédigo de Barras, o fizesse pa-
gar uma lata de atum ao preco de uma televisio? Sfo estes
algarismos de controlo que permitem que este tipo de erros
seja facilmente detectdvel.

Bilhefe de identidade

O algarismo de controlo que mais tem dado que falar é o
existente no Bilhete de Identidade, num pequeno quadrado
a direita do respectivo nimero de identificacio (figura 1).

As histérias que circulam a volta deste algarismo tém
sido vdrias, sendo a mais comum dizer-se que este algarismo
indica o nimero de pessoas com o mesmo nome da pessoa
titular do respectivo BI. De facto, tal ndo é verdade. Este
algarismo € apenas e s6 um algarismo de controlo, calcula-
do a partir do niimero de Bl e que permite detectar erros na
transcrigio destes nimeros. Como é Gbvio, este sistema ape-
nas serd Gtil se for aplicado com recurso 2 tecnologia. A so-
lugdio ideal seria escrever o nimero do BI num computador
(algarismo de controlo inclufdo) e este verificar se o ntimero
de BI com aquele algarismo de controlo é vilido ou ndo. Se
nfo for, ou houve engano a escrever o niimero ou o Bl em
questdo é falso.

O algarismo de controlo do BI é calculado a partir do
ndmero de identificacio resolvendo a equacio:

921 + 8o + Twg + 6y + Sy +
+ 4w + 37 + 2x5 + C' = O(mod 11)

onde C' ¢ o algarismo de controlo, 3 é o primeiro algarismo
mais & esquerda do ndmero de Bl, 25 € o segundo e assim
sucessivamente. Aos nimeros de Bl que tiverem menos de
oito algarismos, deverdo ser acrescentados o8 zeros neces-
sdrios 4 esquerda do nimero, até este perfazer os oito alga-
rismos. Por exemplo, o nimero 123456 deve ser encarado
como 00123456.

Como € facil verificar, este algarismo de controlo pode
tomar 11 valores distintos (0, 1, 2, ..., 10), mas o que seria
realmente prético era usar apenas um caracter para identi-
ficar cada um deles. E assim, para atingir este objectivo, o
que se fez foi substituir o algarismo de controlo dez por zero.
Nada mais simples, pois ndo? Provavelmente nio, s6 que as-
sim perdeu-se a eficdcia deste sistema de controlo, uma vez
que é impossivel distinguir o algarismo de controlo dez do
algarismo zero.

Mas existiam muitas outras solugdes como, por exemplo,
a utilizada pelo ISBN — niimero de identificacio de cada li-
VIO € que usa um sistema semelhante ao do Bl — onde se
substitui o dez pela letra X (a lembrar a numeracio roma-
na). Assim temos onze caracteres distintos (0, 1, 2, ..., 9, X)
para os onze possiveis valores do algarismo de controlo.

Outra questdo importante quando se concebem sistemas
de identificagfio é a determinacio do tipo de erros que estes
detectam. Os erros que sdo cometidos com mais frequéncia
s30 os denominados erros singulares (engano em apenas um
algarismo) e, portanto, para que um sistema de controlo seja
realmente util deverd ter uma eficicia de 100% neste tipo
de erros.

Vejamos o exemplo do Bl apresentado na figura 1. O
algarismo de controlo é zero. E se em vez de 11866607, ti-
véssemos escrito 118666017 O ideal seria que estes dois ni-
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Figura 1. 0 algarismo de confrolo no bilhete de identidade.
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Figura 2. Nota de 10 euros.
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meros tivessem algarismos de controlo diferentes, mas tal
nfo acontece pois ambos tém como algarismo de contro-
lo o zero. Esta situacdo surge do facto de se ter substituido
o controlo dez pelo zero. De facto, mostra-se que, se tivesse
sido escolhido uma letra ou um simbolo para substituir o dez
como algarismo de controlo, este erro seria facilmente de-
tectado bem como todos os outros erros singulares. Mostra-
se igualmente que, se este sistema tivesse sido correctamen-
te concebido, também todas as transposi¢des consecutivas
(troca de dois algarismos consecutivos) seriam detectadas.
Como estes dois tipos de erro sdo os mais frequentes, terfa-
mos um bom sistema de controlo.

Nofas de ero

Um dos mecanismos de seguranca das notas de Euro mais
desconhecidos é o da formacfio do ndmero de série, que obe-
dece a certas regras (figura 2).

O ntmero de série que podemos encontrar numa qual-
quer nota (verdadeira) de Euro é composto por uma letra se-
guida de onze algarismos. A letra representa o pais do qual é
proveniente a nota; os dez algarismos seguintes servem para
numerar a nota enquanto que o Gltimo é um algarismo de
controlo semelhante ao do Bl
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Bélgica

Vejamos entdo como determinar este algarismo de controlo.
Em primeiro lugar, cada letra que representa um determina-
do pafs é conotada com um valor numérico (ver tabela) e,

de seguida, somam-se a esse valor todos os seguintes dez al-
garismos que compdem o nimero de série. O algarismo de
controlo vai ser o algarismo (1, 2, 3, ... ou 9) que somado
ao namero anterior, d4 origem a um ndmero divisivel por
nove. Em linguagem matemitica, corresponde 2 soluciio da
seguinte equagao:

L+ x4+ 22+ 23+ 24 + 25+ 26 + 27+
+xg8 + 29 + 210+ C =0 (mod 9)

onde L é o valor representado pela letra, 21 o 1° algarismo,
Zo 0 2° algarismo, ... e C o algarismo de controlo. Que tipos
de erro s@o detectados por este sistema? Em primeiro lugar,
nenhuma transposi¢io de dois (ou mais) algarismos é detec-
tada devido a propriedade comutativa da adi¢io (modular)
e mesmo os erros singulares nfo sio todos detectados. Se
trocarmos um zero por um nove (ou vice-versa) o ndmero
de controlo mantém-se inalterado.

Codigo de barras

O algarismo de controlo existente no cédigo de barras é o

“algarismo que se situa mais a direita e é calculado a partir

dos restantes doze algarismos do seguinte modo:

1+ 3y + 3 + 34 + x5 + 326 + 7 + 3T+
+z9 + 3x10 + 211 + 3712 + C =0 (mod 10)

onde C € o algarismo de controlo, z1 é o 1° algarismo mais
a esquerda do cédigo de barras, z2 € 0 2°, 23 é 0 3° e assim
sucessivamente (figura 3).

Este sistema, apesar de detectar todos os erros singulares,
também ndo é capaz de detectar todas as transposi¢des con-
secutivas de dois algarismos. Vejamos o caso em que troca-
mos apenas os dois primeiros algarismos do Cédigo de Bar-
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Figura 3.
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ras. Na tabela seguinte, podemos ver o valor da soma das
parcelas correspondentes a x; e a 5 (em médulo 10), bem
como a soma que se obteria se estes dois primeiros algaris-
mos fossem trocados (em baixo):
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Como se pode reparar, neste sistema existem vdrias trans-
posi¢Bes consecutivas que ndo.sdo detectadas: a troca de 05
por 50, a troca de 16 por 61, a troca 27 por 72, a troca 38 por
83, a troca 49 por 94 e os seus reciprocos.

Outros sistemas

A maioria dos sistemas de identificacio com algarismos de
controlo é baseado na aritmética modular. Apesar de existi-
rem sistemas melhores que os trés apresentados (como, por
exemplo, o do NIB onde se usam dois algarismos de contro-
lo em vez de um), mostra-se que em qualquer sistema basea-
do nesta aritmética nunca se vai poder verificar simultanea-
mente as seguintes condi¢oes:

— detectar todos os erros singulares e todas as transposi-
¢Oes de algarismos adjacentes;

— usar somente os algarismos 0, 1, 2, ..., 9, sem a necessi-
dade de sfmbolos extra e que, por uma questio de eco-
nomia, trabalhem somente com um algarismo de con-
trolo.

Mas o que fazer entdo para resolver o nosso problema? Em
1969, o matemdtico holandés J. Verhoeff encontrou um sis-
tema que verifica as condi¢des acima indicadas. A base do
sistema criado por Verhoeff é a Teoria dos Grupos (e, em
particular, o grupo Diedral Ds), que envolve conceitos ma-
temdticos “mais sofisticados” que os utilizados na aritméti-
ca modular. Apesar das vantagens evidentes na aplicacio
do sistema idealizado por Verhoeff, a sua utilizacfio é quase
nula. Um dos raros exemplos era o sistema implementado
nas notas de marco alems, o que torna ainda mais incom-
preensivel o facto de o Euro ter adoptado um sistema de
controlo tdo fraco (note-se que a sede do Banco Central Eu-
ropeu é na Alemanha).

Bilhete de Identidade
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AC — Simbolo de Controlo que surgiria se o siste-

ma tivesse sido correctamente concebido

Bl — Algarismo de Controlo que surge no Bilhete

de Identidade Portugués

Figura 4.

Na pédgina da internet
www.atractor.pt/mat/alg_controlo/

podem-se encontrar mais informagGes sobre estes e outros
sistemas de identificacio. Neste mesmo endereco, é possivel
ainda verificar experimentalmente os tipos de erros que es-
tes sistemas detectam e confirmar se o algarismo de contro-
lo, por exemplo, do seu BI ou das suas notas de Euro estdo
correctos ou nio.

Por exemplo, no Bl da figura apresentada anteriormen-
te, verifica-se facilmente que este tem o algarismo de con-
trolo zero devido a simplificacio considerada em relacio ao
controlo dez (figura 4).

Quem nio conhece ou ndo estd familiarizado com a arit-
mética modular, poderd igualmente encontrar, no referido
endereco, informacio bastante acessivel sobre esta temdtica.

Nofas

1 Este trabalho foi realizado sob a orientacio do professor Jorge
Picado da Universidade de Coimbra, no 4mbito de uma Bolsa
atribuida pela Fundagdo Calouste Gulbenkian para desenvol-
ver um projecto de divulgacio da Matemitica no Atractor.
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