0 que ha de natural acerca dos nomeros nafurais?

Bntonio M. Fernandes

A nogio de miimero, mesmo no caso aparentemente sim-
ples da de niimero natural, permaneceu insatisfatoriamente
caracterizada até finais do século XIX. Foi apenas em 1889
que Giusepe Peano publicou Arithmetices Principia nova me-
todo exposita, um panfleto escrito em latim, contendo aque-
la que ficou conhecida através da designaciio de axiomdtica
de Dedekind-Peano dos nitmeros naturais. O facto de entre-
tanto terem decorrido mais de dois milénios de histéria da
Matemitica sem que tivesse surgido uma conceptualizacio
satisfatéria daquela nogdo revela que, ao contrario do que
seria de ‘supor os nimeros, em particular os nimeros natu-
rais, ndo constituem um conceito que se imponha clara-
mente ao espirito humano, isto tendo em mente um concei-
to matematicamente til. Antes pelo contrario, o conceito de
nimero foi sendo alvo de intenso debate matemético-filosé-
fico, situando-se no cerne de algumas das mais importantes
modificagdes metodolégicas e ontolégicas operadas no seio
da Matemitica.

A concepcdo cldssica

Introduzindo o método axiom4tico, os Gregos marcaram o
curso da Matemdtica. Eles desenvolveram especialmente a
geometria em detrimento da aritmética e do conceito de

ntmero. Isto deveu-se, por um lado, ao facto de a geome-
tria euclidiana ser uma teoria logicamente bem estruturada,
da qual se extrafram inicialmente muitas (e importantes)
consequéncias. Por outro, a uma concepg¢iio grega de nitmero
particularmente limitadora, ndo permitindo um tratamento
abstracto desta nogfio impedindo, consequentemente, que a
aritmética se pudesse desenvolver até um nivel satisfatério.
De acordo com Euclides (livro VII dos Elementos), um nu-
mero é uma multiplicidade de unidades. Procedendo desta for-
ma os gregos revelaram-se incapazes de dissociar a no¢fio de
numero dos processos de contagem. As dificuldades filoséfi-
cas contudo, nfo se ficariam por aqui. A unidade vista como
causa ou origem dos nimeros nfo era considerada como um
ntmero, entrando em cena uma distin¢io metafisica entre a
causa ou origem e a coisa.

Ainda assim, enquadrado por este cendrio limitativo, os
pitagérios atribufram aos ntimeros um papel central na
sua cosmologia, consubstanciada no dictum “tudo é nime-
ro”. Isto, até ao momento em que eles préprios se depara-
ram com o fenémeno da incomensurabilidade (ver caixa 1)
— nfo é possivel encontrar.um segmento do qual, amhos, a
diagonal e o lado de um quadrado sejam mailtiplos. Esta situ-
agdio obviamente arruinou um pbstulado central da doutri-
na pitagdrica e, marginalmente revelou dificuldades entfo
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incontorndveis, envolvendo o conceito de niimero, que de-
terminaram o curso da matemdtica grega que passou, como
ja se referiu, a desenvolver-se em torno da geometria eucli-
diana.

Muito provavelmente a Gnica tentativa séria para en-
frentar a questo da incomensurabilidade terd sido a que de-
senvolveu Eudoxo na sua Teoria da Proporcdo (descrita no
Livro V dos Elementos de Euclides). Dados dois segmentos
[AB] e [C'D] existe entre eles uma determinada proporcdo.
Modernamente, sendo o = AB e 3 = CD, essa propor-
Ao ¢ descrita pelo ndmero real a//3 e, em certo sentido,
esse nimero real € uma abstracgdo do par ([AB], [C'D]). A
teoria da propor¢iio deEudoxo incide precisamente sobre
estes pares e sobre as proporges que eles determinam. Re-
correndo a uma constru¢io muito imaginativa e engenhosa,
Eudoxo conseguiu caracterizar em que circunstancias essa
proporgdo ¢ maior ou menor num par que Noutro, ou quan-
do sdo iguais (ver caixa 2). No entanto, uma concepcio de
numero assente em pressupostos e distingdes marcadamente
metafisicas, impunha uma forte distingio entre objectos geo-
métricos e niimeros que, uma vez caracterizados pela sua na-
tureza intrinseca, tinham que se considerar distintos. Pela
forga desta distin¢dio nunca esteve no horizonte de Eudoxo
encarar estes pares como ndmeros. Se o tivesse feito esta-
ria muito préximo de antecipar em mais de dois milénios a
construgiio dos nimeros reais, sé obtida em moldes rigorosos
por Richard Dedekind mesmo no final do século XIX.

Dedekind e a aritmetizacdo da andlise

A emergéncia da andlise, impulsionada sobretudo pelos tra-
balhos de Newton e Leibniz, acabaria por expor as deficién-
cias da geometria euclidiana enquanto sistema fundacional.
Newton levou ao extremo os métodos geométricos mas, de
facto, tanto estes como os préprios fundamentos do céleulo
diferencial acabariam por ser alvo de importantes (e justas)
criticas. A principal das quais incidia sobre a nocio de mo-
vimento. Tal facto constitufa, para muitos, a violacio de um
principio de prioridade l6gica, j4 que estabelecer uma teoria
do movimento requer um prévio desenvolvimento da geo-
metria (a teoria do espago). Como consequéncia, o emprego
de argumentos da teoria do movimento para demonstrar re-
sultados geométricos era logicamente insustentdvel.

Esta ideia ganhou crescente importancia e a aritméti-
ca, aparentemente livre deste tipo de defeito, foi ganhando
preponderincia como substracto fundamental. Dedekind,
consciente da falta de rigor da andlise e das virtudes da arit-
mética, iniciou um programa fundacional. tendo em vista a
fundamentacgio do cdlculo em termos da nocio basica de
ndmero natural. Na sequéncia desse programa, Dedekind
acabaria por descrever os denominados nimeros reais (o
conceito basilar da anélise moderna) a partir dos nimeros
naturais. )

Evidentemente, Dedekind nio podia proceder a aritme-
tizagdo da andlise utilizando a nogiio cléssica de ndmero. Ele
romperia com a tradi¢fio cldssica procedend6 a uma carac-
terizago estruturalista da nogo de niimero. Para ele, o que
caracteriza essencialmente essa nogio, ndo é a sua materia-

Caixa 1

de generalidade que mdc(m,n) = 1.
Ter-se-ia entdo que

tem-se

2= (27;) ()

n sdo pares.

cdo. Assim, V2 ndo pode ser um niimero racional.

lidade mas a forma como a nogiio se adequa, enquanto abs-
tracgio, a uma enumeracio arbitraria. Por outro lado, existe
uma certa circularidade na definicdo cléssica de ndmero que
€ necessdrio evitar através de uma nova formulacdo. Essa
circularidade pode ser observada através da andlise dum
caso particular: o nimero dois, por exemplo, obtém-se pro-
gredindo a partir de 0 ao longo de duas etapas (ou seja, o nd-
mero é usado, de certo modo, na sua prépria definicio).

E a altura para trazer 4 cena um novo actor — a no-
¢fio de conjunto. As consideracdes de Dedekind envolvem
de modo mais ou menos directo este conceito que podemos
considerar informalmente, adoptando a concepcio de Ge-
org Cantor, o fundador da teoria de conjuntos. Segundo ele,

Por conjunto deve entender-se uma coleccfio, vista como um
todo, de objectos bem definidos e distintos que sdo concebi-
veis através da nossa imaginagio ou pensamento. Estes objec-
tos sfo designados de elementos do conjunto, que por eles fica
determinado.

Se um elemento z integra um conjunto X, escrevemos
z € X e dizemos que z pertence a X. Se X e Y'sdo conjun-
tos de tal modo que todo o elémento de Y é igualmente um
elemento de X dizemos que Y'é um subconjunto ou uma par-
te de X e escrevemos Y C X.

Cantor, que era contemporaneo de Dedekind, tomou
a nogio de conjunto (ao contrario da de nimero natural)
como a nogio mais fundamental da matemdtica. Nio deixa
de ser curioso, no entanto, que adoptou a postura cldssica
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A incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado tra-
duz-se em notagio e linguagem moderna no facto de v/2 ndo ser um
nimero racional. A demonstragio deste facto, aparentemente obti-
da por Pitdgoras ou por algum membro da sua escola usa o método
de redugfio ao absurdo. Suponhamos que existem ndmeros naturais
m,n tais que V2 = m /n. Uma vez que qualquer fraccfio pode ser
escrita na sua forma irredutivel (em que o mdximo divisor comum
entre o numerador e o denominador é 1), podemos supor sem perda

donde se concluiria que 2n* = m?, ou seja, m? e portanto m sio
nimeros pares. Entdo m = 2r para certo r. Substituindo em (¥)

s 2 i
donde se conclui que n? = 212 ou seja, n? e, consequentemente,

Mas, entdo, mdc(m,n) > 2 o que contradiz o facto de inicial-
mente termos suposto que mdc(m, n) = 1 e estabelece a contradi-
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Caixa 2

A teoria da proporciio, atribuida a Eudoxo, surge descrita no Livro V' dos Elementos de Euclides. Devido ao fenémeno da
incomensurabilidade, a proporcio entre certos segmentos de recta nfo pode ser descrita em termos dos nimeros racionais.
Eudoxo contornou o problema evitando responder & questdo: qual é a proporgéo?, substituindo-a pela possibilidade de com-
parar proporcdes entre segmentos. De facto, ele concebeu um dispositivo que permitia aproximar essas proporgdes por um
nidmero racional, isto com precisdo arbitrariamente grande. Se marcarmos duas semi-rectas paralelas (ver figura abaixo) e as
dividirmos segundo os comprimentos de dois segmentos de comprimentos R e S, respectivamente, a respectiva proporgao
entre esses dois segmentos pode ser aproximada por um némero racional com preciso arbitrariamente grande. Por exem-
plo, consultando a figura facilmente se constata que 125 < 3R < 13 pelo que a proporgdo entre os segmentos R/S ve-
rifica 12/3 < r/S < 13/3. Se avangarmos na figura, podemos também constatar que se tem 485 < 12R < 498, pelo que
se obtém uma nova aproximacio 48/12 < R/S < 49/12 esta dltima mais precisa uma vez que

= : 49 48 1 180 12 - .1

BT B 123 3%

Usando estas aproximagdes racionais € agora possivel, dados dois pares de segmentos ([AB], [CD]) e ([EF], [GH]), com-
parar as respectivas proporgdes, jd que, sendo diferente essa proporcio isso pode verificar-se, desde que se considerem apro-

ximacGes racionais suficientemente finas.
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relativa aos nimeros, definindo a materialidade da nogdo de
conjunto. Isso revelar-se-ia inconsistente via o paradoxo de
Russell e seria remediado através de uma conceptualizagio
estruturalista do conceito de conjunto. Mas, para j4, pode-
mos adoptar a nogio informal de conjunto & Cantor.

Regressando a Dedekind e ao modo como evitou a circula-
ridade da definicio cléssica de nimero, assim como todos os
outros problemas conceptuais a ela inerentes, deve dizer-se
que ele se centrou no processo de contar em si mesmo e ndo
nas entidades que o podem descrever. Ele comega por intro-
duzir & nocfio de operagdo sucessor. Dado um conjunto X,
uma operacdio sucessor em X ¢ simplesmente uma fungo
o : X — X, satisfazendo as seguintes condicdes: (1) existe
um elemento e em X, que se designa elemento inicial tal que
para nenhum z em X se tem o(z) = e (o elemento e ndo
é sucessor de nenhum elemento de X); (b) s é injectiva ou
seja dados dois elementos x # y de X, tem-se igualmente
que o(z) # o(y).

Um triplo (X, 0, e)emque ¢ : X — X é uma operagfo
de sucessor diz-se um conjunto o-indutivo. Um subconjunto
Y C X é o-indutivose e € Y e se para qualquer y € Y se
tem o(y) € Y (se Y tem um determinado elemento, tem
igualmente o seu sucessor como elemento). Como De-
dekind notou, o conjunto formado por todos os elementos

{

de X que estio presentes em qualquer subconjunto de X
que é o-indutivo, é ainda o-indutivo e, consequentemente,
¢ o menor subconjunto o-indutivo de X, que denotamos
por N(X, o, e). Os elementos de N(X, 0, e) sdo designados
de ntimeros naturais.

Claro que se considerarmos um ponto de partida diferen-
te, ou seja, um conjunto (X', o’ €’) que é ¢’-indutivo en-
td0, serd de esperar que se tenha N(X, 7, €) # N(X', o', €)
mas, como o préprio Dedekind constatou, as estruturas sdo
essencialmente cépias uma da outra, pelo que a estrutura
obtida por este procedimento é essencialmente dnica. Omi-
timos aqui os detalhes e o formalismo associados a esta ob-
servaciio, notando apenas que existe uma correspondéncia
natural que permite identificar (estruturalmente) e € X e
e € X' com o ndmero 0 (no sentido cléssico do primeiro
elemento de uma progressio), os elementos o(€) e o(e’)
com o namero (cldssico) 1, e assim sucessivamente ... .

Perante esta unicidade estrutural qualquer uma das es-
truturas N(X, 0, €) descritas acima ¢ essencialmente uma
sequéncia infinita do tipo

0, o(0)=1, o(c(0))=0(1)=2,
que abreviadamente denotamos por (N, o, 0).

Esta operaciio de sucessor,é suficientemente poderosa
para permitir definir as operagdes de adigfio e multiplicagio
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dos ndmeros naturais. Ambas as operacdes podem ser defi-
nidas através das relagdes de recorréncia seguintes:

m+0:=m
m+o(n) :=o(m+n)

m X 0:=0
mxo(n):=(mxn)+m

(Note-se que das relagdes acima se obtém imediatamente
que 0(n) =n + 1.) A relagio de ordem em N também se
pode agora definir: e

m < n se e sé se existe um k tal que m + k = n.

Apesar de elegante, a solugio de Dedekind apresenta um
problema 6bvio, de resto reconhecido pelo préprio De-
dekind, a demonstracdio da existéncia da estrutura dos nii-
meros naturais, bem como a existéncia das operages + e x
anteriormente descritas, sé podem ser estabelecidas numa
teoria mais geral como a teoria intuitiva de conjuntos de
Cantor, arredando assim a possibilidade de considerar a arit-
mética como uma teoria basilar, pelo menos nos moldes pro-
postos por Dedekind.

fl proposta de Peano

Como jd se mencionou, na parte inicial, em 1889, Giuseppe
Peano publicou uma caracterizaciio axiomética dos ndmeros
naturais. Essa axiomdtica, agora conhecida como axiomdtica
de Dedekind Peano, introduz os ntimeros naturais como siste-
ma bdsico, usando o processo utilizado pelos gregos quando
descreveram a geometria euclidiana.

Os axiomas sfo fortemente inspirados nas proprieda-
des bdsicas dos nidmeros naturais de Dedekind, mas como
a existéncia é postulada axiomaticamente, esta aborda-
gem nfo enferma das deficiéncias da abordagem de De-
dekind, por nfo requerer uma outra teoria subjacente. Ten-
tativamente, os axiomas de Peano descrevem uma estrutura
N = (N, +, x,0,1) onde N é um universo cujos elementos
se designam ndmeros naturais, + e x denotam duas opera-
¢des bindrias, ou seja, duas fungdes que fazem corresponder
a cada par (m,n) de elementos de N, elementos de N que
se denotam por m +n e m X 1 que sdo respectivamen-
te a soma de m e n e o produto de m e n; finalmente 0, 1
sdo dois elementos fixos de N. O sistema é governado pelos
axiomas que sdo os seguintes:

Al paraqualquer z € N temos = + 1 # 0;

Al se x4+ 1 =1y + 1 entdo necessariamente z = ¥;

A3 se X C N, contém 0 e se, sempre que € N se tem
igualmente que z + 1 € Nentio X = N;

A4 z<yseesésey=x+ kparacerto k € N;

A5 m+0=m !
m+m+1)=(m+n)+1

mx0=0
mx(n+1)=(mxn)+m

Note-se que os axiomas 1 e 2 descrevem a funciio que faz
corresponder a cada 2 0 ndmero x + 1 como uma funciio
sucessor. Deste ponto de vista, o axioma 5 introduz as ope-
ragdes bdsicas como no caso da formulacio de Dedekind,
usando as relagdes de recorréncia. O axioma 4 descreve
a relacfio de ordem e o axioma 3 descreve o denominado
axioma de indugfo. Este dltimo nfo é mais que uma descri-
¢do alternativa da condiciio de minimalidade de Dedekind.
De facto, as hipéteses sobre X no axioma revelam que X é
o-indutivo, onde se considera o(x) = z + 1. A conclusio
revela que X nfo pode ser mais pequeno que o préprio N, o
que mostra que N € o menor conjunto o-indutivo.

Em certo sentido a axiomética proposta por Peano tem
em vista sobretudo o sistematizar das propriedades funda-
mentais da estrutura descrita por Dedekind em detrimento
da procura de um conjunto de propriedades intuitivamente
evidentes. No entanto, ao introduzir os nimeros axiomati-
camente, seguindo a tradi¢fio grega relativa 4 geometria h4,
contudo, algo que se modifica relativamente & nocio origi-
nal de axioma. De facto, o caricter de evidéncia dos axio-
mas, aparece aqui substancialmente diluido, antevendo uma
concepgio moderna do termo, segundo a qual o cardcter de
evidéncia é desprezado em detrimento da consisténcia 16gi-
ca da axiomitica.

Assim descritos, os nimeros naturais tém de facto um
certo valor fundacional, na exacta medida em que, a par-
tir deles Dedekind foi capaz de descrever finalmente os nd-
meros reais, a base da andlise moderna (ver caixa 3). A ra-
780 pela qual ndo podem, os niimeros naturais descritos pela
axiomdtica de Dedekin-Peano, constituir um verdadeiro sis-
tema fundacional reside no facto de construces mais sofis-
ticadas, transcendendo a anélise elementar, requererem um
sistema mais poderoso que a aritmética. Foi por esta razio
que se adoptou a no¢lo de conjunto como nocfo basilar e
fundamental da matemdtica, em detrimento da nocio de
ndmero.

Niimeros como conjunfos — a concepcao actual

Em geral, teorias e resultados sio em matemética resulta-
do dos esforcos de vérias pessoas, nfio raras vezes trabalhan-
do ao longo de séculos. Desta perspectiva o caso da teoria
de conjuntos é singular, trata-se da obra de uma s6 pessoa
— Georg Cantor. Esta teoria introduz a nogiio de conjunto
como a mais bésica e fundamental de todas as noctes mate-
maticas. No entanto, apresentando uma defini¢io material
da nogfio de conjunto, Cantor acabou por descrever um sis-
tema inconsistente, ja que nele se pode descrever o denomi-
nado paradoxo de Russell (ver caixa 4).

Nio obstante este tremendo e decisivo obstdculo, a Ma-
temadtica parecia ndo poder prescindir desta nocfio, ao ponto
de David Hilbert ter afirmade que “ninguém nos expulsard
do paraiso que Cantor criou para nés.”

A solugfio para o problema passou uma vez mais pela
apresenta¢io da nog¢fo de conjunto em termos estruturais
através de uma axiomdtica — a axiomética de Zeremelo-
Fraenkel. v
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Caixa 3

Considerando uma estrutura (N, 4, X, <,0,1) onde sio ver-
dadeiros os axiomas de Dedekind-Peano, o conjunto dos nd-
meros racionais pode ser descrito como o conjunto constitui-
do por todos os triplos ordenados (m, n, k) de elementos de N,
em que k é diferente de 0. (Este triplo tenta representar o ob-
jecto (m — m)/k.) Dois triplos (m,n, k) e (r,s,t) sio consi-
derados como representantes da mesma entidade (ndmero ra-
cional) se

(mt + sk) = (rk + nt).

Neste conjunto, denotado por @Q, definimos uma soma e uma
multiplicaciio através de

(m,n, k)+(r, s,t) = (mt+rk, nt+sk, kt)

(m,n, k)x(r, s,t) = (mr+ns, ms+nr, kt)

Giuseppe Peano

Podemos considerar que N C Q se identificarmos N C Q com
o triplo (1,0, 1). Finalmente, uma relacio de ordem pode ser
introduzida em Q se considerarmos:

(m,n, k) < (r,s,t)seesése (mt+ sk) < (rk + nt).

Os elementos de Q correspondem aos ndmeros fracciondrios,
que apesar de dteis em muitas circunstincias sdo insuficientes
para caracterizar os pontos de uma recta. Sendo possivel iden-
tificar cada fracgfio com um ponto da recta, marcando um seg-
mento de comprimento unitdrio e usando procedimentos geo-
métricos bésicos para dividir um segmento em n partes iguais,
a verdade é que alguns pontos da recta nio correspondem, por
este processo, a nenhum ndmero racional. (Isto é apenas mais
uma manifestacfio do fenémeno da incomensurabilidade.)

Isto revela que os nimeros racionais sio inadequados para
uma completa caracterizaciio do contfnuo. Da sua andlise das

A nogio de miimero natural é actualmente descrita
(como qualquer outra nogiio matemdtica) em termos da no-
¢fio de conjunto. Os axiomas garantem a existéncia de um
conjunto (designado por conjunto vazio, e que se representa
por ), e que é caracterizado por ndo ter elementos. Certas
operagdes bdsicas sdo igualmente garantidas pela axiométi-
ca, neste caso encontram-se, em particular a unifio de con-
juntos e a formagfo de conjuntos singulares. A unizo de dois
conjuntos X e Y, que se denota por X U'Y caracteriza-se do
seguinte modo: z € X UY sex € X ouz € Y. Enquanto
que o conjunto singular {z} se caracteriza por: y € {z}see
s6 se y = . Apesar de bésicas estas operacdes sdo suficien-
tes para possibilitar a descricio de uma operaciio sucessor tal
como anteriormente caracterizada. Essa operaciio associa a
cada conjunto X o respectivo sucessor o(X) = X U{X}.

De modo a podermos definir os niimeros naturais ao
estilo de Dedekind temos que garantir a existéncia de um
conjunto o-indutivo. Isso é garantido igualmente por um
dos axiomas — o axioma do infinito. Esse axioma garante a
existéncia de um conjunto A que contém () como elemen-
to e é fechado para a operaciio o. Usando uma vez mais
as potencialidades da teoria podemos considerar o menor
subconjunto de A que é o-indutivo, conjunto este que de-
notamos por w. Note-se que o conjunto w contém os ele-
mentos da sequéncia:

0, o(0)={0}, o({0})={0,{0}},

que naturalmente se identifica com os elementos da sequén-
cia seguinte:

9’ 1={0}, 2={0,1},

que sdo entdo considerados como os niimeros naturais, com
a particularidade de cada niimero natural 2 ser identificado

como o conjunto {0,1,2,....,n— 1}. A relagio de or-
dem em w € definida de modo muito simples, através do se-
guinte, ’

m<nseesdbsem=noum € n.

{
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nogdes envolvidas, Dedekind chegou & concluséo que o que ca-
racteriza o continuo é o facto de que, quando dividimos uma
recta em duas semi-rectas, essa divisio é determinada por um
ponto da recta, algo que nio sucede na recta racional. De fac-
tose A={z€Q:2><2}e B={zcQ:2z?> 2} entio
A e B correspondem a duas semi-rectas da recta racional que
unidas formam toda a recta racional. (A e B constituem, deste
modo, aquilo que se denmina de corte.) O corte (4, B) nfo &,
contudo, determinado por nenhum ponto racional.

A ideia de Dedeking é engenhosa. Ele decidiu promover es-
tes cortes & condigio de ndmeros. Deste modo, o conjunto dos
ntimeros reais ndo é mais que o conjunto R constituido por to-
dos os cortes (A, B) na recta racional. Tem-se que Q C R se
identificarmos a fracgiio m/mn com o corte

{r€Q:z<m/n},{z€Q:z>m/n}).

A descri¢fio dos nimeros naturais enquanto estrutura aca-
bada, invoca o conceito de infinito actual, algo que foi en-
faticamente rejeitado por Aristételes e permanecia por es-
clarecer na época em que Hilbert a ele se referia como o
conceito que em matemdtica mais necessitava de clarifica-
cdo. Essa clarificacio foi finalmente obtida com o advento
da teoria de conjuntos, que ainda hoje constitui o sistema
fundacional no qual qualquer nogiio matemética pode ser
em iltima andlise descrita. Em particular, o conceito de
ndmero, encontra finalmente uma descricio rigorosa nes-
te contexto.

Ao longo desta jornada em que nocdes bdsicas como a
nimero natural foram resgatadas 2 intuicio pelo rigor 16gi-
co, foram operadas no seio da matemdtica muitas e profun-
das modificagdes metodolégicas e ontolégicas. O método
axiomadtico foi preservado muito embora a nocio de axioma
tenha sofrido uma alteragiio conceptual extensa. De nociio
intrinsecamente verdadeira aos axiomas passou a exigir-se
consisténcia e riqueza de consequéncia. Em certo sentido é
como se a Matemdtica deixasse de dizer respeito a uma re-
alidade objectiva e passasse a considerar todas as possiveis
realidades. Por exemplo os axiomas da teoria de conjuntos,

_longe de serem intuitivos, foram escolhidos de modo a que
toda a realidade matemdtica se pudesse descrever em termos
da nogio fundamental de conjunto.

Os axiomas da geometria euclidiana, tendem a
descrever a realidade material dos conceitos basicos que
constituem aquela teoria. Os modernos axiomas descrevem
estruturas, ou seja, muito embora continuemos a dar nomes
aos objectos matemadticos, ndo conhecemos (e de facto nem
fazemos nenhum esforco para conhecer) a sua esséncia ma-
terial. Os axiomas descrevem relacdes entre esses individuos
e nfo os individuos em si mesmos. Estamos perante aquilo
que se designa uma visdo estruturalista da Matemadtica.

A formalizacio rigorosa dos niimeros naturais teve que
aguardar por todas estas enormes e complexas alteractes
que introduziram na Matemética um elevado grau de abs-

R;fas Q # R, depois desta identificagio pois, por exemplo,
V2=({reQ:a’ <2}, {z €Q:2? > 2})

€ um corte que nfo corresponde a nenhum racional.
As operagdes de adicio e multiplicacio em R estendem as
correspondentes operagBes em Q e sfio definidas por

(4,B) + (X,Y) = (K,Q\ K);
onde K={a+B:acAdepfeX}

(4,B) x (X,Y) = (K,Q\ K);
onde K={axf:acdefeX};
onde consideramos Q \ K = {zr € Q : x ¢ K},

e a relacdio de ordem,

(A,B) < (X,Y)sees6se A C X.

Richard Dedekind 5

Novembro | Dezembra || 2005 . 83




Caixa 4

O famoso paradoxo de Russell foi originalmente concebido por Ber-
trand Russell, para demonstrar a inconsisténcia do sistema aritméti-
co de Frege, associado a um programa fundacionista conhecido como
logicismo. Em todo o caso a teoria intuitiva de conjuntos, concebida
por Cantor, é vulnerivel ao mesmo argumento.

Olhando para a definicio de conjunto fornecida por Cantor, é pos-
sivel considerar o conjunto A = {x : = & x}, que é constituido por
todos os conjuntos que nio sdo elementos de si mesmos. Com este
conjunto é agora possivel obter uma contradi¢iio. De facto,se A € A
entiio A nfio é um dos  tais que T € x e, consequentemente A nfo é
elemento de A, ou seja A & A.Poroutro lado,se A ¢ A, entdo A é
um dos z tais que = & x,peloque A € A Acabdmos de estabelecer
que

A€ Aseesose Ad A,

uma evidente contradi¢iio que, em dltima andlise, revela a inconsis-
téncia da teoria intuitiva de conjuntos.

d luz de Einstein, 1305—2005

tracgio e sofisticacdo Muitas dessas alteragdes foram mesmo
determinadas pela tentativa dessa descriciio precisa. Nesse
sentido é pertinente a questdo: o que hd de natural acerca dos
niimeros naturais?
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Durante o ano 2005 a revista Educagdo e Matemdtica associou-se 4 celebragio do Ano Internacio-

sa revista.

disso ...
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Sim, e como ilustraciio tomemos a linguagem da geometria Euclidiana e da dlgebra.
Elas manipulam com um pequeno niimero de conceitos introduzidos de forma
independente, respectivamente simbolos, tais como o ndmero inteiro, a linha recta,

o ponto, assim como com sinais que designam as operagdes fundamentais, isto &,

as conexdes entre esses conceitos fundamentais. Isto é a base para a construcfo, e
respectivamente a defini¢io de todas as outras afirmagdes e conceitos. A conexdo entre
conceitos e afirmag@es por um lado e os dados sensoriais por outro lado é estabelecida
através de actos de contagem e medlda cujos resultados estdo suficientemente bem
determinados.

Albert Einstein

nal da Fisica. Publicdmos artigos, propostas para a sala de aula, relatos de experiéncias e de activi-
dades de divulgaciio. Trouxemos a Fisica e a sua relacio com a Matemitica para as pginas da nos-

Neste dltimo niimero destacamos a exposigiio a luz de Einstein, 1905-2005 na Fundagfio Calous-
te Gulbenkian até 15 de Janeiro. Num dos folhetos de divulgacio refere-se “A Fisica estd por toda
a parte e ajuda a entender o que se passa & nossa volta. Explica muitos dos fenémenos naturais que
observamos, como o arco-iris, as trovoadas ou as marés, e também permitiu a inven¢iio de muitos
equipamentos e objectos que usamos no dia-a-dia. E, no entanto, muitas vezes nfio nos damos conta

Albert Einstein, que foi um fisico prodigioso, quis entender as leis que regem o mundo. Desco-
briu o fotio, inventou a teoria da relatividade e ajudou a mostrar que a matéria € feita de dtomos.

Vem descobrir a Fisica para melhor compreender o mundo em que vives.

Vem olhar o universo com as novas luzes que a Fisica descobriu no século XX”.

E, dizemos nés, quem sabe se nessa visita descobre também alguns sinais da tal relagio de grande
intimidade entre a Fisica e a Matemadtica de que nos falou o Fisico Carlos Fiolhais no artigo Relagdo
da Fisica com a Matemdtica que abriu a seccio 2005 Ano Internaciona da Fisica da EM!
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