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“hs ferramentas fecnolGoicas devem Ser integradas de forma consistente nag aclividades lectivas, froporcionando a0s lunos verdadeiras e significalivas aprendizagens matemaficas”.
Posico da APM solire Tecnologias na Educaco Mafemdtica, Janeiro de 2001

CAS Em termos diddcticos, a abordagem seguiu o principio das
caixas pretafbranca: o CAS foi usado para gerar exemplos
numa situagfio nova (fase de caixa negra), conduzir a desco-
berta de regularidades e propriedades que estariam na base
do novo conceito, que por sua vez o CAS ajudaria a confir-
mar e consolidar (fase da caixa branca).

Nesta situacfio de introduciio de uma nova ferramenta
tecnoldgica houve trés preocupacdes: utilizé-la num assunto
acessfvel em termos dos conhecimentos mateméticos pré-
vios dos alunos, introduzir as funcionalidades CAS estrita-
mente necessérias e ndo poér de lado o trabalho de papel e
lapis. Pretendia-se que os alunos mantivessem a compreen-
sdo e o controlo da actividade, sem se dispersarem em por-
menores (nomeadamente técnicos).

Sistemas de Calculo Formal ou de Calculo Algébrico Sim-
bélico (CAS) sdo programas informéticos que executam
célculos algébricos e manipulacio de férmulas. Por exem-
plo, simplificam expressdes algébricas, resolvem equacses de
forma exacta e derivam fungBes analiticamente. Tais pro-
gramas vém com opgdes de cdlculo numérico e gréfico e es-
tdo disponiveis tanto em computadores (por exemplo, De-
rive, Maple, Mathcad, Mathematica, Scientific Notebook
e Tl-Interactive) como em calculadoras: € o caso das Casio
(Cassiopeia e ClassPad 300), Hewlett-Packard (40G e 200
LX) e Texas Instruments (TI-89, TI-92 e Voyage 200).
Apesar da larga utilizacio do CAS no ensino secunds-
rio em diversos pafses, nomeadamente europeus, as experi-
€ncias em Portugal ainda sfo escassas e pouco difundidas

(figura 1) 0 que acharam os alunos?
Num questiondrio escrito colocado aos alunos no final da
Na sala de aula realizagdo da actividade, as vantagens mais apontadas para o

CAS foram, por ordem decrescente: interaccdo (professor «
aluno e aluno«saluno), autonomia, favorecimento da apren-
dizagem (mais e mais rdpido) e envolvimento do aluno. Nas
desvantagens a mais apontada foi, curiosamente, a de nio
favorecer a aprendizagem (demora-se mais tempo e apren-
de-se menos), seguida de perto pela perturbaciio do funcio-
namento da aula e pela acentuaciio de diferencas no ritmo
de aprendizagem. Algumas respostas referiam ainda que era
mais cansativo e que se perdia tempo com tecnologia nio
permitida no exame. Curiosamente, 6 alunos responderam
que nfo encontravam nenhuma desvantagem (idéntico nd-
mero de alunos ndo respondeu a esta questdo).

Em Novembro de 2004 foi realizada uma experiéncia em
duas turmas do 12° ano de utilizacio do programa Derive,
para explorar a férmula do Binémio de Newton e o Tridn-
gulo de Pascal.

Uma das turmas pertencia ao Agrupamento 1, na ES/3
José Régio, em Vila do Conde e tinha 28 alunos. A activi-
dade foi realizada com computadores e os alunos entraram
em contacto com o programa Derive no momento de reali-
zagdo da ficha de trabalho. A duracfio da aplicacgio foi de 2x
45 minutos, nas aulas de turno. Havia no maximo 2 alunos
por computador.

A segunda turma era formada por 31 alunos dos Agru-
pamentos 1 e 3, na ES/3 de Valbom, em Gondomar. Foram
usadas calculadoras TI 92 Plus e os alunos tinham tido um
contacto com a calculadora antes da realizacio da ficha de
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Uma questdo que dividiu os alunos foi a wvisualizacdo
dos cdlculos: para uns, ver a resposta (sob a forma simbdli-
ca) constituiu uma vantagem; para outros, ver uma resposta
final, sem os passos intermédios, constituiu uma desvanta-
gem. Um dos grandes receios manifestados pelos alunos foi
o da dependéncia da calculadora.

Potencialidades

Na experiéncia descrita acima, o potencial do CAS foi o da
exploragdo algébrica. Serviu de ambiente de experimenta-
¢do, gerando exemplos que podiam ser alterados facilmente.
Desta forma, os alunos foram estimulados a fazerem genera-
lizagBes e a descobrirem o geral no particular.

A exploraciio € uma caracteristica comum a outros am-
bientes tecnoldgicos, sé que o CAS tem uma distingiio 6b-
via: acrescenta a dlgebra. As funcionalidades algébricas do
CAS permitem uma abordagem flexivel dos problemas de
uma forma que ndo € possivel em outros ambientes. As
consequéncias sfo profundas. Por exemplo, as notag@es e os
resultados do CAS sfio matematicamente correctos, o que
d4 confian¢a aos alunos; obtém-se soluces exactas; o repor-
tério completo de procedimentos algébricos permite mais
do que uma estratégia para a resolu¢iio de um problema, pos-
sibilitando diferentes abordagens; as representaces e mani-
pulagBes algébricas podem ser integradas com as representa-
¢Bes e manipulagdes numéricas e graficas, promovendo uma
visdo mais integrada dos conceitos matemdticos; pode-se
trabalhar problemas algébricos mais complexos, nomeada-
mente com dados reais.

Uma potencialidade apontada ao CAS tem a ver com
a possibilidade dos alunos se concentrarem na estratégia de
resolugdo dos problemas e na construcdo de conceitos, uma vez
que se podem libertar dos célculos, ou seja, hd aumento da
eficiéncia e redugfio do tempo gasto em calculos algébricos,
situagiio que no ambiente de papel e l4pis poderia requerer
toda a aten¢fo e conduzir a erros perturbadores. No ensi-
no secunddrio, porém, em que.o CAS é usado por alunos
inexperientes, esta € uma questdo controversa: aos alunos
falta tanto o conhecimento matemético como a experiéncia
de utilizaggio do CAS de modo a serem capazes de o usar efi-
cientemente.

Significado de variavel

Uma potencialidade importante diz respeito ao aprofunda-
mento da compreensio do significado de varidvel. Num am-
biente CAS os simbolos literais vdo além da concepcio de
pseudo-ntimero (letra que substitui nimeros). Por exemplo,
é possivel substituir a varidvel por outra expressio literal
(ver figura 2).

O papel de incégnita aparece também reforcado. Por
exemplo, numa equagiio literal é necessério reconhecer qual
¢ a incdgnita se quisermos resolver a equaciio (ver figura 2).

De facto, num ambiente de CAS todos os stmbolos lite-
rais sdo iguais. Isto permite trocar os papéis atribuidos pelo
utilizador de modo que, por exemplo, um pardmetro funcio-
ne mais tarde como incégnita na resolugio de um proble-
ma. Estas caracterfsticas do CAS facilitam a compreensio
dos papéis mais avangados de varidvel e a flexibilidade para
lidar com eles.

Reificacdo

Outra oportunidade concedida pelo CAS diz respeito 2 reifi-

" cagdo das expressdes e formulas algébricas, isto &, ao seu ca-

rdcter de objectos (“coisas”) em vez de processos (“accdes”).
Este aspecto é da maior importancia, pois é af que reside um
dos grandes obstdculos na aprendizagem da 4lgebra.

Um conceito matemdtico tem frequentemente duas fa-
ces: 0 processo operacional e a estrutura de objecto. Os alu-
nos dificilmente se apercebem desta dualidade processo-ob-
jecto, sendo o cardcter de processo que domina o conceito.

Apesar da dlgebra ser, por vezes, considerada como arit-
mética generalizada, existe uma diferenca substancial: a vi-
s30 como processo, que domina a aritmética, é ampliada
com a visdo de objecto na 4lgebra. Contrariamente 2 situ-
acfo na aritmética, nas expressdes algébricas muitas vezes
n#o hd nenhum processo para executar. Todavia, é frequen-
te os alunos sentirem-se desconfortdveis enquanto uma ex-
pressdo ndo tiver valor numérico ou contiver operadores.
Para eles, o processo nfio parece estar concluido.

De modo a permitir a flexibilidade entre processo e ob-
jecto, a notagio algébrica é por vezes ambigua, o que nio é
o caso da aritmética. Por exemplo, em aritmética o sinal +
é procedimental. Em 4lgebra, j4 pode ter outros significa-
dos. Calcular # 4+ 3 ou @ + b ndo é possivel, a menos que
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sejam conhecidos os valores das varidveis. Como resultado,
a + b s6 terd sentido se significar um objecto algébrico para
o aluno. Nesse caso, adicionar (a + b) e (a + 2b) jé ¢ pos-
sivel. Podemos fazer consideracdes anglogas para o sinal =.
Pode significar um processo, por exemplo, desembaracar de
parénteses em (z + 5) - (z + 3) = ou resolver a equaciio
(x4+5)(x+3)=0. No entanto, em a +b=b+a o
sinal = indica uma equivaléncia.

A transigfio da aritmética para a dlgebra envolve, pois, a
reificagiio de processos em objectos ou, por outras palavras,
a extensdo da visdo processual de férmulas e expressdes com
a percepgio destas entidades algébricas como objectos. O
CAS, ao forgar o utilizador a tratar as férmulas e expressdes
como objectos, favorece o desenvolvimento de uma visdo
mais estrutural das expressdes algébricas, em vez da visdo
operacional mais limitada.

(uestdes

E habitual manifestar optimismo quando se pretende inte-
grar uma nova tecnologia na educaciio matemdtica. Porém,
apesar de tantos anos decorridos de larga experiéncia em di-
versos pafses, ainda hd muitas questdes a colocar. O docu-
mento de discussio para o 12° Estudo ICMI, intitulado The
Future of the Teaching and Learning of Algebra (2000) levan-
tava, entre outras, as seguintes questoes:

— Para que alunos e quando é apropriado introduzir CAS?
Quando é que as vantagens de usar tais sistemas ultrapas-
sam o esforco em aprender a usd-los? Existem actividades
utilizando esses sistemas que possam ser usadas com proveito
por alunos mais novos?

— Que “insights” algébricos e sentido simbdlico necessita um
utilizador de CAS e que” insights” traz o seu uso?

— Um ponto forte do CAS ¢é o apoio a muiltiplas representacées
dos conceitos matemdticos. Como é que isso pode ser bem
usado? Pode haver sobre-utilizacdo?

— Como deverd ser um curriculo de dlgebra num pats onde o

[{$S

CAS estd disponivel gratuitamente? Que competéncias “a
mdo” devem ser mantidas?
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CAIXA

Ficha de frabalho: algumas das questdes propostas aos alunos para
uso da calculadora

1.I. Desenvolve o binémio (4z%y — 3y)® com recurso ao

CAS.

1.1. Utiliza a tua calculadora para desenvolver as poténcias de
(@ + b)™ e regista apenas os coeficientes de cada termo na ta-

bela [...]

2.2. Se conseguires reconhecer um padriio de preenchimen-
to, acrescenta os coeficientes dos desenvolvimentos do
binémio para n = 7 e n = 8. Em seguida verifica, com re-
curso ao CAS, se o teu palpite estava correcto.

4.1. Recorrendo 2 calculadora, observa as diversas poténcias de
a e de b do desenvolvimento do binémio (a + b)™, para
n=34eb.

4.2. Desenvolve (a + b)G, sem recurso a calculadora. Confirma,
em seguida, a tua resposta.

4.3. Observando os resultados anteriores, desenvolve cada um
dos seguintes binémios (utiliza a calculadora apenas para
confirmar a resposta):

2z +3y)° = ... (4z+%)6:...

4.4. Desenvolve o binémio (22 — )°. Verifica a correcciio da
resposta através da calculadora.

5. Relaciona os valores do triangulo de Pascal com os diferen-
tes valores de "C,(0 < p < n) [...]

5.1. Em cada linha do triangulo de Pascal, sdo iguais os niimeros
equidistantes dos extremos, i.e. , na n-ésima linha

n

= e ,com 0 <p<n
Confirma a igualdade na calculadora.

5.2. Traduz, através do célculo combinatério, o processo de
construgfo do tridngulo de Pascal:

Adicionando dois niimeros consecutivos de uma linha, obtém-se
o nimero colocado abaixo, na linha seguinte,

Confirma a tua conclusio na calculadora.

6.2. Desenvolve, os seguintes binémios. Compara os resultados
com os obtidos na calculadora CAS.

(3-+v3)° (V2z-3)°
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