0 friunfo da algebra

Edvardo Veloso

Que construcies geométricas s
qualguer resposta a esta queskdo.
possuir um metodo geral, um algositmo, [como @ o ¢

A longa histéria da descoberta da impossibilidade de reso-
luggio dos trés famosos problemas da antiguidade classica —
duplicagdio do cubo, trisseccio do angulo e quadratura do
circulo —, constitui um tépico excelente para fazer compre-
ender a natureza da matemdtica e a riqueza dos seus proces-
sos de investigagio. Deveria fazer parte obrigatéria de todos
os cursos de formagio de professores, como ocasifio privile-
giada para ilustrar a unidade da matemdtica e tornar signi-
ficativas as aprendizagens de algumas estruturas algébricas.
Nio ¢ infelizmente esse o caso.

Trata-se de um tema extenso que poderia facilmente
e utilmente preencher uma cadeira semestral. Neste arti-
go apenas vou tentar despertar a curiosidade dos leitores da
Educagdo e Matemtica, salientar alguns aspectos mais rele-
vantes e indicar futuras leituras. Os livros que irei referindo
serdo comentados na dltima secciio do artigo.

O facto da impossibilidade de resoluggio dos trés proble-
mas geométricos ter sido demonstrada, por métodos algébri-
cos, mais de dois mil anos depois de terem sido enunciados,
¢ certamente um triunfo da dlgebra. Mas deve também aju-
dar-nos a reflectir, neste nimero dedicado 2 algebra, sobre

0s trés problemas classicos da geomelria grega

Us Irés problemas referem-se a construcdes na geometria euclidiana. ou seja. admitem nessas construgdes apenas os dois instrumentos dos Ele
ndo graduada e o compasso euclidiano — e de acorde com os postulados de Euclides relativos a estes instrumentos'. Tendo em conta estas condig

enunciados dos frés problemas [em linguagem moderna) sao os seguintes:

Trisseccdo do dngulo Quadratura do circulo

v

a necessidade de uma abordagem do ensino da 4lgebra que
tome sistematicamente como ponto de partida problemas
interessantes e com significado.

Construcdo geometrica e resolucdo algébrica: que conexdes?

Nesta longa histéria, o passo fundamental foi a compreen-
sdo de como era possivel traduzir, na linguagem da slgebra,
uma constru¢fo geométrica. Tal exige uma apresentacfio de-
talhada e um esforco de leitura a que convido os colegas lei-
tores deste artigo. A isso serd dedicada esta primeira parte,
em que mostraremos essa conexdo através de um exemplo
simples: a determinagfio da bissectriz de um angulo.
Trata-se da proposigo 1.9 (livro I, proposicio 9), dos
Elementos de Euclides e tem o seguinte enunciado:

Proposicao 1.9.
Dado um angulo, construir a sua bissectriz.

Sendo dado o 4angulo AOB, pretendemos encontrar um
ponto X tal que a semirecta OX seja a sua bissectriz, ou
seja, que o dngulo AOX seja igual ao dngulo XOB.

Duplicacao do cubo

fos de Euclides — a régua
des. gue sdo pressupostos, os

Dado um cubo de aresta a. constroir um segmento de
comprimento x fal que o cubo de aresta x tenha o dobro
do cubo dade.

0] A
Dado um @ngulo ROB construir um pento X fal que
0 dngulo AOX tenha uma amplitude igual a 1/3 da
amplitude A08.
/
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Dada uma circunferéncid de raio r. construir um
segmento x fal que o quadrado de lado x tenha a
mesma drea gue a circunferéncia.
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Figura 1.

Na figura 1, o 4ngulo dado é formado pelas semirectas
OA e OB. Para podermos p6r lado a lado a construgiio geo-
métrica e a resolucio algébrica do mesmo problema (deter-
minacdo da bissectriz), “algebrizamos o plano” com dois eixos
coordenados, a'recta suporte da semirecta OA e a sua per-
pendicular no ponto O, e tomamos para unidade o segmento
OA. As coordenadas dos pontos dados serfio entio O(0,0),
A(1,0) e B(p,q), em que p,q sdo dois niimeros reais.

Construcdo geométrica. Como é sobejamente conhecido, as
construgdes geométricas euclidianas estdo sujeitas a regras
precisas:

e podemos utilizar dois instrumentos, a Tégua ndo graduada

e o compasso euclidiano, com os quais é permitido:

régua ndo graduada: dados dois pontos K e L, construir
a recta definida por esses dois pontos (bem como o
segmento KL e as semirectas KL e LK);

compasso euclidiano: dados dois pontos K e L, construir
a circunferéncia de centro K e passando por L;

® a construgio de novos pontos, para além do conjunto

dado inicialmente, é obtida pela intersec¢fio de duas

rectas, de uma recta com uma circunferéncia ou de duas

circunferéncias (Euclides ndo assume explicitamente esta

Tegra, mas usa-a constantemente).

Na construgiio pedida na proposicdo 1.9., o conjunto de

pontos inicialmente dado é formado pelos pontos A, O

e B. E os passos da construgiio geométrica sdo os seguin-

tes:

1. construciio da semirecta OB;
construcio da circunferéncia ¢y, de centro O e pas-
sando por 4;

3. construgio do ponto D, intersec¢iio da circunferén-
cia ¢ com a semirecta OB;

4. construcio da circunferéncia ¢y, de centro A e pas-
sando por D;

5. construcdo da circunferéncia cs, de centro D e pas-
sando por A;

6. construcio do ponto X, uma das intersecgdes das
circunferéncias ¢y e cs.

7. construgio da semirecta OX, bissectriz do Angulo

AOB.

Como sempre, Euclides ndo termina aqui: tendo proposto
uma construcdo, € necessirio provar que a construcdo re-
sulta realmente na bissectriz. Aceitamos a demonstra¢iio de
Euclides, mas aconselhamos vivamente o leitor a ndo deixar
de ter o prazer de a ler?. Interessa-nos aqui fazer alguns co-
mentdrios aos passos da construgio:

e todos eles estdo conformes com as regras das construgdes
geométricas euclidianas;

® no fundo, o que se trata essencialmente é de, tomando o
conjunto de pontos A, O e B como conjunto de partida,
ir construindo sucessivos pontos — no caso os pontos D
e X — de tal modo que o dltimo responda ao problema
posto;

_® narealidade, ao atingirmos o ponto X, a questdo de tra-

¢ar ou nfio a semirecta O X é claramente de somenos im-
portincia, a resolugiio do problema consistiu na constru-
¢do do ponto X

® temos assim uma sequéncia de pontos — A, O, C, D, X

— em que cada um ou faz parte do conjunto de partida

ou é obtido de pontos anteriores da sequéncia de acordo

com as regras que enuncidmos:

— D é obtido pela intersecgio da circunferéncia ¢y
(centro O, passando por A; A e O anteriores a D)
com a recta OB (O e B anteriores a D);

— X ¢é obtido pela interseccio da circunferéncia co
(centro em A, passando por D; A e D anteriores a
E) com a circunferéncia cg (centro em I, passando
por A; D e A anteriores a X).

Resolvido o problema geometricamente, passemos agora
para a resolucio algébrica.

Resolucdo algébrica. Em linguagem de programagio, pode-
rfamos dizer que a andlise est4 feita, agora é s6 programar.
QOu seja, a geometria serviu para perceber como se resolve o
problema da determinacfio da bissectriz (fundamentalmen-
te, como vimos, através da sequéncia de pontos A, O, B,
D, X). O que vamos agora fazer (nfo porque seja necessario
para resolver o problema, pois estd completamente resol-
vido pela geometria) é traduzir aquela construgiio geomé-
trica na linguagem algébrica. Para que vamos fazer isto, se
o problema est4 resolvido geometricamente? Porque a geo-
metria parece ser muito potente a resolver problemas mas
tem dificuldade, nfio parece ser capaz de mostrar que certos
problemas, nomeadamente os famosos problemas que refe-
rimos no principio deste artigo, néo admitem solucdio! Por-
tanto o que pretendemos é perceber como a 4lgebra resolve
os problemas de construgdes geométricas, nfo para resolver
os resoliveis ... mas para detectar os insoldveis recorréndo
a dlgebra ...! "

/
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A geometria analitica, iniciada por Descartes e Fermat,

permite-nos colocar claramente o problema em termos algé-
bricos:

dados os pontos A, O e B, construimos um modelo do
plano euclidiano através de um sistema de eixos coorde-
nados cartesianos, com a origem em O e com a unidade
igual ao segmento O A;

designamos as coordenadas de B por (p,q), e pretende-
mos determinar as coordenadas do ponto X;

sabemos traduzir em equagSes as figuras (rectas e circun-
feréncias) usadas na construcio de D e de X;

e sabemos também que, sendo os pontos D e X obtidos
por intersecgio de uma recta com uma circunferéncia e
de duas circunferéncias, respectivamente, em termos al-
gébricos o que hd a fazer & resolver dois sistemas de equa-
¢oes.

Maios 4 obra, portanto...

recta OB
- _9q
® equagio: Yy = —x
p
circunferéncia ¢ (centro O, passando por A)
* equagio: z° +y? =1

ponto D (interseccio da recta e da circunferéncia ante-
riores)

® sistema de equacdes
q
y= z

b
$2+y2:1

e resolucio

_ pVP?+¢?

.4 =

y—px £ P2+ q2

2242 =1 y= WP+
p2+q2

e coordenadas de D

0 pVPE+ % q\/p?+ 2
p2 _|_q2 ? p2 +q2

® raio das circunferéncias Ca e Cs

v

2
pV/p? +¢? 9P+ ¢?
2 2 —1 + 2 2
P2 +q p?+q

2(p? + ¢2 — p\/p? + ¢?)
P’ +q

® equagBes das circunferéncias ¢y e c3

2(p2+q2~p p2+q2)

e (z—1)2 492 =

p2+q2
2
as | g BV _wpr+e
p2+q2 p2+q2

2(p2+q2~p p2+q2>
p2+q2

® coordenadas do ponto X
® as coordenadas de X sdo as solugdes do sistema de
equagdes formado pelas equacGes das circunferén-
cias ¢z e c3; obtemos (depois de cdlculos laboriosos
..., de preferéncia feitos com um programa de calcu-
lo simbélico, por exemplo o Derive?), dois pontos;
® escolhemos neste caso aquele que corresponde ao
ponto X da figura
e abcissa de X:

1 3
_+(p42rq\/;) o
2 2(p*+¢?)

e ordenada de X:
V3, @tpVd) s

2 2% +¢?)

Observagdes em relacdo aos resultados anteriores

® Geometricamente, o ponto X é construtivel ou
euclidiano, ou seja, pode ser obtido através da constru-
¢do com régua nio graduada e compasso euclidiano de
uma sequéncia finita de pontos A4, O, B, D, X, em que
na construgio de cada ponto se utilizam apenas pontos
anteriores da sequéncia.

® Algebricamente, as coordenadas de X siio obtidas a par-
tir das coordenadas de A, O ¢ B mediante operagdes
racionais (adig3es, subtraccSes, produtos e divisdes) e
extracgdes de raizes quadradas. Essas operacbes e ex-
tracgdes sdo naturalmente em ndmero finito e envol-
vem nimeros racionais e eventualmente ndmeros nfo
racionais. Com efeito, mesmo nos dados, neste caso, as
coordenadas de B podiam ndo ser racionais. Mas mes-
mo partindo apenas de pontos com coordenadas racio-
nais podemos ter que extrair raizes quadradas de raizes
quadradas de ndmeros que no sejam quadrados perfei-
tos, dado que as coordenadas do ponto solucio, X, vio
depender da resolugio de sistemas de equagBes em que
uma ou duas das equagdes podem ser do segundo grau.
Note-se que neste exemplo os valores da abcissa e orde-
nada do ponto X envolvem v/3 e Vp? + g2 Se a de-
terminagfio da bissectriz fosse apenas um passo intermé-
dio da construgfio, e nos passos seguintes houvesse que

4
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(i) (ii)
} a+b a-b b
‘ ° - A ® e o ®
| (3} (%)

a.b 1
a a
O 1 . b O b b/a
v
(v) 0
Va
P 1 T a R
Notas:
1. Nos esquemas (iii) e (iv), os segmentos Oa, Ob, etc tém por comprimentos
| a, b, etc. .
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(1) e (ii) sdo &bvios, (iii) e (iv) provam-se recorrendo ao teorema de Tales;
(v) (que mostra como se constréi a rafz quadrada de um segmento dado a)
prova-se recorrendo a semelhanga dos tridngulos PTQ e QTR.

Figura 2.

determinar intersec¢des de circunferéncias com rectas
ou circunferéncias, como nas equa¢des destes objectos
haveria coeficientes envolvendo V3 e v/p? + ¢2, as

coordenadas do ponto solu¢io envolveriam muito pro-

vavelmente
VVB e WV + ¢

A teoria dos corpos numéricos, desenvolvida no infcio
do século XIX, e das suas extensdes quadraticas — por
exemplo, a extensdo quadrdtica Q(v/3) é o conjunto
(corpo) dos niimeros reais da forma a + b\/g, em que G
e b s3o ntimeros racionais — desempenha como é previ-
sivel um papel fundamental no tema que estamos a tra-
tar. Para uma descriciio completa das questdes algébricas
que s30 necessdrias para as demonstragdes de impossibi-
lidade, ver por exemplo o livro de George Martin.
e Podemos analisar a conexfo que estamos a estudar em
dois sentidos:
® Da geometria para a dlgebra: como a resolugio geo-
métrica da constru¢fo euclidiana de um ponto im-
plica apenas um miimero finito de interseccdes de rec-
tas com rectas, de rectas com circunferéncias ou de
circunferéncias com circunferéncias, as opera¢des

{

necessdrias para a obtengdo algébrica das coorde-
nadas desse ponto sdo em niimero finito e apenas as
descritas anteriormente (operacBes racionais e ex-
tracgdes de raizes quadradas).

e Da dlgebra para a geometria: Descartes introduziu,
no inicio da sua Geometria, a chamada 4lgebra dos
segmentos (melhor dizendo, dos comprimentos dos
segmentos). Como diz Lebesgue, é na realidade uma
dlgebra dos ntimeros reais que prova que as opera-
¢des racionais e as extracgdes (mesmo sucessivas)
de raizes quadradas de ndmeros reais podem ser fei-
tas por régua no graduada e compasso euclidiano
(ver figura 2).

E precisamente esta conexdo, esta equivaléncia entre um
tipo especifico de construgdes geométricas e um conjunto espe-
cifico de operacdes algébricas que permitiu resolver, pela ne-
gativa — ou seja, pela demonstracio da sua impossibilidade
— os trés famosos problemas da geometria grega. Um modo
de exprimir esta equivaléncia, cuja demonstracio rigorosa
se pode encontrar, por exemplo, no livro de Lebesgue, é o
seguinte:

Seja dado um conjunto inicial finito de pontos 4, B, ... £,
cujas coordenadas s@o py, p,, -.. , P,. Existe equivaléncia entre

as duas afirmages seguintes:

® o ponto X é construtivel, com régua ndo graduada e com-
passo euclidiano, a partir dos pontos dados;

e as coordenadas de X podem ser expressas algebricamente
num ndmero finito de operagSes racionais e extracgdes de
raizes quadradas, a partir das coordenadas p;, p,, ..., D,-

Como aplica¢io concreta, verifique o leitor que as coorde-
nadas de X, ponto construtivel no exemplo anterior, verifi-
cam as condigdes indicadas neste enunciado.

fis trés impossibilidades

Limitamo-nos a breves referéncias histéricas sobre as de-
monstragdes de impossibilidade. Ver a secciio final para in-
dicacgdes bibliograficas.

fi duplicacdo do cubo

Seaaresta O A do cubo dado foraunidade [O(0, 0), A(1, 0)],
e pretendemos determinar com régua nfo graduada e com-
passo euclidiano o ponto X (x,0) que resolve o problema
da duplicaciio do cubo, a abcissa z serd obtida resolvendo
a equagdo

@ ~2 =D
Pierre Wantzel (1814-1848) demonstrou em 1837 que a

equagio anterior nfio nem nenhuma raiz que possa ser obti-
da por operagBes racionais e extracgdes de raizes quadradas
a partir dos seus coeficientes, provando assim a impossibili-
dade da problema da duplicaciio do cubo.

Trisseccdo do angulo
No mesmo artigo em que demonstra a impossibilidade da
duplica¢iio do cubo, Wantzel demonstra também a impossi-
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Figura 3.

bilidade da trissec¢io do angulo. Mas neste caso eu aconse-
lho o leitor a ler a demonstragio apresentada por Robert Ya-
tes no seu aclamado livro sobre o problema da trissecciio.

Ouadratura do circulo

Este problema tem um cardcter diferente dos dois anterio-
res. Para compreender este facto, devemos comecar por dar
uma definico:

Nrtimero algébrico é qualquer niimero que seja solucdo de uma
equagdo
ar” +br" a4t hz+l=0 (a #0)

em que a, b, ¢, ..., k, | sdo inteiros.

No problema da quadratura do circulo ¢ dado um segmento
7, que podemos tomar como sendo a unidade. Entdo todos
as coordenadas dos pontos construtiveis a partir desse par de
pontos pertencem a uma itera¢io de extensdes quadraticas
do corpo racional, e prova-se que os ndmeros destes con-
juntos sdo nimeros algébricos*. Portanto, para provar que
m ndo é abcissa de um ponto construtivel, basta demonstrar
que 7 ndo é um ndmero algébrico. ou seja que é transcen-
dente. Charles Hermite (1822-1901) demonstrou em 1873
que e é um ndmero transcendente. Utilizando ideias andlo-
gas, E Lindemann (1852-1939) demonstrou em 1882 que
7 é transcendente’.

fi trisseccdo pela conchaide de Nicomede

A trissecgiio € impossivel, em geral, utilizando apenas os ins-
trumentos euclidianos, mas foram inventados muitos outros
instrumentos — ver o livro de Yates — com os quais é pos-
sivel dividir qualquer angulo em trés partes iguais. O mais
antigo € o tragador de conchéides (figura 3) imaginado pelo
gedmetra grego Nicomede, que viveu no séc. I1] a.C.

Figura 4.

Na figura 3, a haste horizontal é chamada a base, e na
sua ranhura central b desloca-se um pivé D fixo numa ou-
tra haste que tem uma ponta seca P, com a qual se traca a
conchéide. A haste DP tem uma ranhura que desliza no
piv6 O, denominado pdlo e fixo numa terceira haste perpen-
dicular & base. Para cada posicio do pélo O sobre esta haste
(ver pontos sobre a haste) e cada posicio de D sobre a haste
DP, e respectivo intervalo D P, obtemos uma conchéide di-
ferente.

A utilizagdo da conchdéide na trissecciio e a correspon-
dente demonstragio — de que o problema fica realmente
resolvido —, sdo muito simples.

O éngulo a trissectar € AOB. Constréi-se, com régua e
compasso, a perpendicular AC a OA, o rectingulo OACEF
e a semirecta FC. Depois traga-se, com a base AC, o pélo C
e o intervalo D P — igual ao dobro do comprimento de OC'
—, arespectiva conchdéide. O ponto X que resolve a trissec-
¢do ¢ a intersecgfio da conchéide com a semirecta FC.

Demonstragdo. Constréi-se M, ponto médio de DX. Os tri-
angulos CMX e OMC sio isésceles. Portanto, se a ampli-
tude de ZC'M D for 6, a amplitude de ZCOD, igual a de
ZCOMD, angulo externo do tridngulo CMX, é 26. Entio
a amplitude de ZAOX, alterno interno de ZCX M, é 1/3
dade ZAOB.

Note que uma régua com duas marcas, cuja distAncia
fosse 0 dobro do comprimento de OC, resolvia também a
trissecgdo: bastava deslizar a régua, mantendo-a sempre a
passar pelo ponto O, até que as duas marcas estivessem uma
sobre AC' e outra sobre a semirecta FC' (determinando as-
sim o ponto X). Como diria George Martin, isso seria ainda
outro jogo com outras regras, nfo as de Euclides, em que a
régua a usar é expressamente nfo graduada ... ¢

4
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A conchéide de Nicomede pode ainda servir para resol-
ver o problema da duplicagio do cubo, como pode ver no li-
vro de Henri Lebesgue.

Leituras

Como seria de esperar, a literatura matemdtica sobre os trés
problemas cléssicos é muito extensa. Seguem-se alguns co-
mentdrios para facilitar a escolha dos leitores deste artigo
que ficaram motivados para desenvolver as suas leituras re-
lativas a este tema. As referéncias completas dos livros sdo
dadas na bibliografia, sendo a ordem adoptada aqui nio re-
levante.

Gomes Teixeira. O volume sétimo das obras completas con-
tém um suplemento ao seu bem conhecido Tratado sobre
Curvas Especiais (publicado em francés). Esse suplemen-
to tem um apéndice intitulado Sur les Problemes Célebres
de la Géométrie Elémentaire non Résolubles avec la Regle et le
Compas. O capitulo IV deste apéndice trata das demonstra-
¢Oes algébricas da impossibilidade de resolugio com régua e
compasso dos trés problemas, de um modo claro e bastante
acessivel.

Felix Klein. Numa nova edicio da Dover de 2003, este pe-
queno mas célebre livro de Klein contém os textos de um
ciclo de conferéncias de verfio (fins do séc. XIX) sobre o
tema deste artigo, dirigidas a professores do ensino secun-
dério, com a inten¢fio de “mostrar o que a ciéncia moderna
tem a dizer sobre a possibilidade de constru¢des geométricas
elementares”.

Courant e Robbins. O livro What is Mathematics? é em mi-
nha opinifo o melhor livro de iniciagio 4 matemdtica de to-
dos os tempos, e foi revisto por lan Stewart e reeditado em
1996, a partir das esgotadissimas edi¢tes dos anos 40 do sé-
culo passado. O capitulo 11, Geometrical Constructions. The
Algebra of Number Fields, constitui talvez a exposi¢iio simul-
taneamente mais clara e completa do tema para que preten-
di chamar a atengfo neste artigo.

Henri Lebesgue. Em 1941 Lebesgue, j4 muito doente, esco-
lheu o tema das Constructions Géométriques para o que viria
a ser o seu tltimo ciclo de conferéncias no Collége de Fran-
ce. O livro editado a partir dessas conferéncias é um teste-
munho exemplar de um matemdtico que revela na sua expo-
si¢io permanentes preocupagoes pedagégicas.

George Martin. Para quem pretenda mesmo aprofundar o
tema das construcBes geométricas, nfio apenas euclidianas
mas também “s6 com compasso”, “s6 com um compasso en-
ferrujado”, “s6 com régua graduada”, “s6 com dobragens de
papel”, etc., e compreender como a 4lgebra permite atacar
de modo completo estas diferentes situagdes, deve aceitar o

desafio de ler o livro muito estimulante deste autor.

Robert Yates. O livro de Yates sobre a trisseccio, da colec-
¢do Classics in Mathematics Education, do NCTM, é extre-
mamente acessivel e certamente um dos primeiros livros a

consultar sobre o problema da trissec¢iio do 4ngulo. Con-
tém, além de uma introducfio tedrica, indmeros exemplos
de trissectores.

Histéria da Matemdtica. O tema das construcdes geométricas
estd naturalmente associado a questdes da histéria da geo-
metria e da matemdtica em geral. Felizmente j4 temos em
portugués o livro da Universidade Aberta que pode ser um
bom auxiliar. Obviamente um livro a consultar sobre a geo-
metria grega é o livro de Heath.

Notas

1. Sobre a histéria destes problemas e solugdes “ndo ortodoxas”
ver Geometria: temas actuais, pag. 41-55.

2. Um modo prético de ter sempre &2 mio os Elementos de Euclides,
ainda por cima numa edi¢iio anotada e com figuras interacti-
vas, é colocar nos seus bookmarks ou favoritos o espléndido site
http://aleph@.clarku.edu/~djoyce/java/elements/
elements.html

3. A solugio apresentada foi obtida no Derive (obrigado, Adelina
Precatado!) e confirmada no Mathematica (obrigado, Arala

Chaves!).

4. Ver, por exemplo, o livro de Courant, pag. 133.

wn

V. Katz, History of Mathematics: An introduction, pag. 598-99.
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